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دار چرخ واحددار مجهز به عملگر به نام ترکتور و یک یا چند دار متشکل از یک واحد چرخمتحرک چرختریلر یک ربات پایه  -سیستم ترکتور 
ترکتور  اند. در این مقاله فرض بر این است که رانش سیستم بر عهدهبه هم متصل شده رفعالیغیک پین  دیگر به نام تریلر است که به وسیله

سازی در سطح سینماتیک پرداخته شده است؛ بنابراین سرعت خطی تریلر و سرعت باشد. در این پژوهش به مدلمی رفعالیغت و تریلر اس
ها با یک سیستم غیرخطی تحت قیود غیرهولونومیک . به دلیل فرض غلتش خالص در چرخشده است های سیستم فرضای ترکتور ورودیزاویه
تریلر به کار برده شده است و هدف ردیابی مسیر زمانی  -بین جهت کنترل حرکت ترکتورمقاله برای اولین بار کنترل پیشرو هستیم. در این روبه

شود. با تریلر یک مسیر هندسی قابل حصول به عنوان مسیر مرجع فرض می -تریلر خواهد بود. پس از استخراج مدل سینماتیکی ترکتور
کنترل بهینه استوار است، یک قانون  هیبر پابین مدل مبنا که مرجع و استفاده از روش کنترل پیش سازی معادلات سیستم حول مسیرخطی

کند. با در نظر گرفتن اشباع عملگری در شود که همواره تابع هدف تعریف شده را کمینه میکنترلی برای تعقیب مسیر هندسی مرجع پیشنهاد می
طراحی شده در این مقاله با کنترلر مرسوم و متداول  کنترلر مقید به صورت عددی حل خواهد شد. سازیبهینه های سیستم، یک مسألهورودی
گیر مقایسه و کارایی بهتر آن نشان داده خواهد شد. در پایان صحت و قوام کنترلر طراحی شده نسبت به اغتشاش و مشتق -گیرانتگرال-تناسبی

 متلب تصدیق خواهد شد. افزارنرم سازی سیستم درنامعینی در پارامترها با شبیه
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 The tractor-trailer system is a wheeled mobile robot (WMR), including one wheeled unit named tractor 

that is equipped with actuators and one or some wheeled units named trailer that are connected to each 

other with a passive joint. In this paper, it is assumed that the system locomotion is by tractor, and 

trailer is completely passive. In this paper, we develop the kinematic model of tractor-trailer; so the 

inputs of system are supposed to be tractor angular velocity and trailer linear velocity. Because of pure 

rolling condition between wheel and ground surface, we encounter a nonholonomic system. In this 

paper Model Predictive Control (MPC) is used in control designing of Tractor-Trailer for the first time 

and the goal is trajectory tracking of trailer position. First, the kinematic equations of tractor-trailer are 

developed. Then a feasible reference geometrical path is considered. After linearizing the system 

equations around reference path and using MPC that is an optimal control based method, a tracking 

controller is designed that minimizes a predefined cost function. Considering actuator saturation in 

system inputs, we solve a constrained optimization problem using numerical methods. The controller 

designed in this paper, will be compared against classic controller PID and its better performance is 

presented. Finally, the effectiveness and robustness of controller against disturbances and parameter 

uncertainties is proved using MATLAB software results. 
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 مقدمه -1

بشر دارند.  یدر زندگ افزایشیمتحرک امروزه نقش مهم و روبه پایه یهاربات
 یهارسان، رباتخدمت یهاای در صنعت، رباتیندهها به طور فزاربات ینا

 با یهاکاربرد (، دریزنچمن یهاینها، ماشمورد استفاده در منازل )جارو

 یهاالهکردن زب یزتم ی،نظام یسخت و خطرناک )فضا، کارها یدسترس

 یهاربات یکی،ربات هاینبرد) سرگرمی یبرا ینای( و همچنهسته
سادگی مکانیزم چرخ دلیل  .[1] اند( مورد استفاده واقع شدهیستلفوتبال

های رباتیکی است. امروزه استفاده از مناسبی برای استفاده از آن در سیستم

های بزرگ، امری سازیدر خط تولید ماشین 1دارمتحرک چرخهای پایهربات
ای نیز در اکتشافات فضایی دارند ها سهم عمدهرایج و مشهود است. این ربات

ی فضایی هاتیمأمورها در های زیادی برای استفاده از این رباتو بودجه

سازی و قدرتمند ها و نیاز به هوشمندشود. کاربردهای این رباتهزینه می

 یهادر سالای برای کارهای پژوهشی در این زمینه است. یزهانگ کردن آن
                                                                                                                                           
1 Wheeled mobile robot 
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 یمختلف هایسازیاست. مدل انجام شده ینهزم این دریادی ز یقاتتحق یراخ

ارائه شده،  یهامتناسب با مدل و است متحرک انجام شدهپایه هایربات یبرا
یک قالب کلی  [2]. مرجع کار گرفته شده استی به متنوع یکنترل یهاروش

دیفرانسیلی  چرخه های دوسازی دینامیکی و سینماتیکی برای رباتبرای مدل

 [3]دهد. در مرجع ارائه می 2و روش لاگرانژ 1اویلر-با دو روش معادلات نیوتون

های سازی سیستمبندی و مدلی فرمولبرا یعمومیک چهارچوب کلی 
استخراج و به صورت بیان  4و غیرهولونومیک 3مکانیکی با قیود هولونومیک

های کنترل با تمرکز بر ویژگی [4] فضای حالت ارائه شده است. در مقاله

های مکانیکی غیرهولونومیک یک چهارچوب تئوری برای کنترل این سیستم

برای  یک ساختار عمومی و ضمن ارائه شده استگذاری ها پایهسیستم
ها نشان داده شده است که پایداری یک سیستم گونهنیاسازی و کنترل مدل

پذیر نیست. با یک قانون کنترلی هموار امکان سیستم با قیود غیرهولونومیک

کنترل فیدبک را برای یک ارابه دو چرخ با قید  مسأله [5]مرجع 

غیرهولونومیک در فضای کارتزین بررسی کرد و نشان داد پایداری سیستم در 
 7ایو نیز ردیابی نقطه 6هم برای ردیابی حالت 5ردیابی مسیر زمانی مسأله

 [6]این که سیستم دارای حرکت باشد. مرجع پذیر است مشروط به امکان

حرکت،  دار را براساس نحوهمتحرک چرخهای پایهچهار نوع مختلف از ربات

پذیری را به پذیری و فرماندهد و برای هر کدام حرکتمورد بررسی قرار می
سازی سینماتیکی مدل کند. این پژوهش پس ازتوصیف میصورت کمی 

های طولی و عرضی را به عنوان اغتشاش در ورودی سیستم وارد لغزش

ها جهت طراحی و کند. با این کار یک مدل عمومی برای انواع این رباتمی

نویسندگان به موضوع  [7,8]دهد. در مرجع های کنترلی ارائه میتحلیل
و پس از  اندپرداختههای مکانیکی با قید غلتش خالص کنترل سیستم

های سیستمسازی سینماتیکی ربات، روشی یکپارچه برای کنترل مدل

اند. برای مکانیکی تحت هر دو قید هولونومیک و غیرهولونومیک ارائه کرده

های مختلفی تا به حال پیشنهاد شده دار و تریلر روشکنترل مسیر ربات چرخ
بین، کنترل فازی، شبکه توان به کنترل مود لغزشی، کنترل پیشاست که می

تریلر یک ربات پایه  -رعصبی و کنترل تطبیقی اشاره کرد. ربات ترکتو

دار است. به طور دار متشکل از دو یا چند پلتفرم متحرک چرخمتحرک چرخ
که  شوددار تشکیل میخاص سیستم مورد بحث در این مقاله از دو ربات چرخ

جهت  در جلوهرکدام دارای دو چرخ در عقب برای رانش ربات و یک چرخ 

 کاملاًهای تریلر ترکتور و چرخ تعادل سیستم است. پیشرانش سیستم بر عهده

کاربردهای صنعتی و  ردیابی مسیر هندسی هم در زمینه است. مسأله رفعالیغ
کارهای تئوری به شدت مورد توجه قرار گرفته است. راه حل  هم در زمینه

صنعتی  پتانسیلی برای هدایت خودکار بخش بزرگی از وسایل نقلیه این مسأله

مثل  میعمو سازی و وسایل نقلیهآلات راههای معدن، ماشینمثل واگن

پایدارسازی مجانبی برای حرکت  به حل مسأله [9]. مرجع [9]هاست اتوبوس
تریلر حول مسیر هندسی مطلوب پرداخته است. در مقاله  –سیستم ترکتور

ریلر با دو ت -یادشده نویسنده معادلات سینماتیکی برای یک ربات ترکتور

کند. با استخراج دینامیک خطا در فاصله ورودی سینماتیکی استخراج می

ریاضیاتی برای طراحی  گیری آن از مسیر مطلوب رویهربات از مسیر و جهت

پذیرد. در نهایت قانون کنترل مناسب با استفاده از قضایای لیاپانوف صورت می

                                                                                                                                           
1 Newton-Euler 
2 Lagrange 
3 Holonomic 
4 Nonholonomic 
5 Trajectory tracking 
6 Posture tracking 
7 Point tracking 

ضمن  [10]ده است. در مرجع سازی کنترلر پیشنهادی ارائه شبا نتایج شبیه

تریلر، معادلات سینماتیکی و دینامیکی ربات با  -معرفی سیستم ربات ترکتور
شود؛ ها استخراج میلغزش در چرخفرض قیود غیرهولونومیک و شرط عدم 

مبنا  -سپس برای ردیابی مسیر زمانی مجاز یک کنترل سینماتیکی لیاپانوف

کند شود. پس از آن یک کنترلر دینامیکی را به نحوی طراحی میطراحی می

قبل را  تا ورودی سینماتیکی، قانون کنترلی طراحی شده در مرحله
ها عملکرد وجود اغتشاشات و نامعینی های دینامیکیکند. در سیستمردیابی

 -دهد. کنترل تطبیقی مقاوم سیستم ترکتورسازی و کنترل را کاهش میمدل

پرداخته  [10,11]ها و اغتشاشات محدود در تریلر با در نظر گرفتن نامعینی

از  یاریبس طراحی کنترل است که در یمنطق یزن ینهکنترل به. شده است
کنترلی در  حل مسأله .قرار گرفته است مورد استفادههای مکانیکی سیستم

شود. مرجع حاصل می 8منطق کنترل بهینه با کمینه کردن یک تابع هدف

طراحی مسیر زمانی بهینه برای یک  با استفاده از کنترل بهینه به مسأله [12]

بازوی رباتیکی پایه متحرک حمل بار سنگین پرداخته است. نویسندگان در 
یط مرزی مشخص سازی با شرابهینه های عددی یک مسألهاین مقاله با روش

 را حل کرده و مسیر زمانی بهینه و پایدار را برای زوایای مفصلی و حرکت پایه

 پایهبر  یکنترل یهااز روش یکی 9ینبیشکنترل پ اند.ربات استخراج کرده

بینی از وضعیت سیستم ینه است که در هر گام زمانی پیشمنطق کنترل به
های کنترلی براساس این گیرد. ورودیدر چند گام زمانی آینده صورت می

های زمانی شوند که تابع هدف در گامای استخراج میبینی به گونهپیش

 ریاخهای بین در سال. کنترل پیش[13]آینده کمینه شود  بینی شدهپیش

 منطق در ینمصداق ا. [14]های واقعی بوده است گوی بسیاری از مدلپاسخ
و  هاحالت خطایاز  10یتابع مربع یک یفانجام شده است که با تعر [1,14]

 یبرایستم، یک قانون کنترلی س یهایورود فرض اشباع یزو ن یتلاش کنترل

شود. سالمون و می یطراح یفرانسیلیربات دو چرخ د یک یزمان یرمس یابیرد

رانش  یلربا تر یلرتر -ساده از ربات ترکتور ینماتیکیمدل س یکهمکاران 
ارائه دادند. در مدل ارائه شده  یخطیرغ ینبیشپکنترلر  یکبه همراه  یفرمان

 یستمس یبه عنوان ورود یلرفرمان تر یهمقدار ثابت و زاو یکسرعت ربات 

 یبرا ینماتیکیمدل س یکن و همکاران یاسیا. کا[15] فرض شده است
را  یکشاورز یبا کاربردها یدو پلتفرم رانش فرمان با هر یلرتر -رترکتو یستمس

 یک یتپرداخته و در نها یزمان یرآن حول مس سازییدر نظر گرفته و به خط

به دست آوردند. پس از آن با استفاده از روش  یستمس یاز خطا یمدل خط

ا کردن تابع خط یدارپا یبرا ینهبه یک قانون کنترلی یخط ینبیشکنترل پ
و  یشخورپ یو اضافه کردن دو ورود یها با طراحکردند. آن یشنهاددر صفر پ

 یکی. [16] را ارتقا دادند یشنهادیقوام کنترلر پ ی،کنترل یگنالمقاوم به س

 ینبشیبا استفاد از کنترل پ یلرتر -ترکتور یستمس یرو یراخ یاز کارها یگرد

 یلرتر -ربات ترکتور یبرا ینماتیکیمدل س یک یسندگاناست. نو [17]مرجع 
فرمان ترکتور به عنوان تنها  یهزاو یزبودن ترکتور و ن یبا فرض رانش فرمان

 یبراساس برخ یستمس سازییارائه کرده و سپس با خط یستمس یورود

از  یکیاند. را بر آن اعمال کرده ینبیشکننده قانون کنترل پساده یاتفرض

 یعرض لفهمؤو  یلرتر یریگاست که تنها جهت ینپژوهش ا ینا یهاضعف
کنترلر قادر به کاهش  ؛ بنابراینلحاظ شده است ینهدر تابع هز یلرتر یتموقع

وچک فرض مقاله ک ینا یگرنخواهد بود. ضعف د یلرتر یتموقع یطول یخطا

 یعیاست و طب سازییخط یبرا یستمدر مدل س اییهزاو یرمقاد یکردن برخ

                                                                                                                                           
8 Objective function 
9 Model Predictive Control 
10 Quadratic 
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خانپور  2017دور خواهد کرد. در سال  یرا از مدل واقع یستمکار س یناست ا
 یهاچرخ یرا که در آن ترکتور دارا یلرتر-ترکتور یستمس یکو همکاران 

است مورد مطلالعه قرار  یکرو یهاچرخ یدارا یلراستاندارد و تر یفرانسیلید

روش  یکبا  یستمس ینماتیکیو س ینامیکیمعادلات د راجاستخ از دادند. پس

قانون  یک یزیکیدرک ف زبرگرفته ا ید -یآ یپ -یاپانوفتحت عنوان ل یدجد
 .[18] مرجع پشنهاد کردند یرمس یابیرد یبرا یکنترل

ای است تریلر مسأله -ها برای سیستم ترکتورحالتردیابی مسیر زمانی 

است. از کنترل که در این پژوهش به آن در سطح سینماتیک پرداخته شده 

متحرک استفاده شده است. در این های پایه بهینه بارها برای کنترل ربات
بین برای ردیابی مسیر زمانی ربات تحقیق برای نخستین بار از کنترل پیش

ریلر استفاده شده و یک قانون کنترل سینماتیکی بهینه با لحاظ ت -ترکتور

های سیستم طراحی شده است. سپس عملکرد کنترلر اشباع در ورودی

مقایسه  گیرمشتق -گیرانتگرال -تناسبیطراحی شده با کنترلر مرسوم 
بین با بنابراین دستاورد این مقاله تعمیم قانون کنترلی پیش؛ شودمی

مقاله  ینا هایتفاوت تریلر است. یکی از -ید برای ربات ترکتورهای مقورودی

استفاده از مدل رانش  یشینپ یشده در کارها یطراح ینبیشپ یهابا کنترل

 یبرخلاف برخ، همچنین ترکتور است یبرا یرانش فرمان یبه جا یفرانسیلید
ن یدر ا کنند،یفرض م یفرمان ترکتور را ورود هیکه تنها زاو یشینپ یکارها

 .شودیم یربات طراح یزمان برابه طور هم ینهبه یپژوهش دو ورود

مقاله به این صورت است که در بخش دوم ضمن معرفی ساختار  ادامه

 تریلر به تشریح پارامترهای هندسی آن پرداخته و مدل -سیستم ترکتور
شود. در بخش سوم با شرح الگوریتم سینماتیکی برای سیستم استخراج می

سازی سیستم حول مسیر مرجع یک قانون کنترلی بین با خطیکنترل پیش

ها طراحی خواهد شد. بخش چهارم بهینه با در نظر گرفتن اشباع در ورودی

جهت اثبات عملکرد  سازی سیستم است کهحاوی نتایج حاصل از شبیه
کنترلر در شرایط بدون اغتشاش و همراه اغتشاش آورده شده است. مقایسه 

نیز  1گیرمشتق -گیرانتگرال -تناسبیبین طراحی شده با کنترلر لر پیشکنتر

رو در گیری و کارهای پیشگیرد. در نهایت نتیجهدر این بخش صورت می

 بخش پنجم آورده شده است.

 سازی سیستمتشریح و مدل -2

دار به نام ترکتور سیستم مورد مطالعه در این پژوهش شامل یک ربات چرخ

شود و همچنین یک واحد کنترل می 2دو چرخ دیفرانسیلی وسیلهاست که به 
شده دار دیگر به اسم تریلر که با یک پین غیرفعال به ترکتور متصل چرخ

شده . در هر دو ربات از یک چرخ غیرفعال کروی برای تعادل استفاده است

مرکز جرم ترکتور و تریلر  دهندهنشان بیبه ترت 𝐶و  𝐶0نقاط 1، در شکل است

را  𝐶و  𝑃نقاط و فاصله 𝐶0و  𝑃0صله میان نقاط ترتیب فا به 𝑑و 𝑑0است. 
ها در ترکتور و تریلر چرخ نصف فاصلهترتیب  بهنیز  𝑏و  𝑏0ند. دهمی نمایش

شود تمام پارامترها برای ترکتور با اندیس صفر و گونه که دیده میهمان. است

سیستم به  پیکره کنندهاند. بردار توصیفون اندیس مشخص شدهبرای تریلر بد

 ( در نظر گرفته شده است.1صورت رابطه )

(1) q = [𝑥    𝑦    𝜃   𝜃0]
T 

(𝑥. 𝑦)  مختصات نقطه𝑃 ،در دستگاه اینرسی𝜃   و𝜃0  گیری ترکتور و جهت

قیودی  ریتأثدار تحت های چرخپذیری رباتدهد. حرکتتریلر را نشان می
 شود. قیودیبندی میاست که به دو نوع هولونومیک و غیرهولونومیک دسته

  
                                                                                                                                           
1 PID 
2 Differential drive 

 
Fig. 1 The geometrical parameters of the considered Tractor-Trailer 

 هندسیبا مشخصات  لریربات ترکتور تر 1شکل 

جبری بین  رابطه کیبه پذیر بوده و درنهایت را هولونومیک گویند اگر انتگرال

سیستم منجر شود. قیودی را غیرهولونومیک گویند که  مختصات تعمیم یافته
دیفرانسیل بین  گیری نبوده و فقط به صورت یک معادلهقابل انتگرال

 های تعمیم یافته باقی بماند.مختصات تعمیم یافته و سرعت

دیفرانسیل روی  توان به صورت یک دستگاه معادلهاین قیود را می

سیستم نوشت. در این دستگاه معادلات دیفرانسیل از  مختصات تعمیم یافته
بنابراین ؛ اول است های تعمیم یافته از درجهاول بوده و برحسب سرعت مرتبه

 نوشت.( 2توان به صورت رابطه )تمام قیود حاکم بر سیستم را می

(2) 

W(q̇, q̇) = 0 ⇒ A(q)q̇ = 0 

A(q) = [
sin𝜃0 −cos𝜃0

sin𝜃 −cos𝜃
     

−𝑑 cos (𝜃0 − 𝜃0)
0

     
0
0
] 

توان بنابراین می؛ است 2آن  شود و رتبهماتریس قیود نامیده می A4⸱2ماتریس
های تعمیم یافته را برحسب مقادیر مستقلی را یافت که بتوان تمامی سرعت

های سینماتیکی سیستم در نظر ها نوشت. اگر این مقادیر مستقل را ورودیآن

uبگیریم و به صورت  = [𝑢1 𝑢2]T گاه از فیزیک مسألهتعریف کنیم، آن 

ای ترکتور سرعت زاویه 𝜔0ر و تریل 𝑃 سرعت خطی نقطه 𝑣توان دریافت، می
پس بردار ورودی را به صورت رابطه  .توانند مقادیر مستقل یادشده باشندمی

 کنیم.( تعریف می4)
(3) u = [𝑢1 𝑢2]T = [𝑣 𝜔0]T 

, s1(q)فرض کنید  s2(q) 3بردارهای مستقل خطی و متعلق به فضای پوچی 
 ( را به صورت زیر داریم.4گاه رابطه )آن باشند، A(q)ماتریس 

(4) A(q)s𝑖(q) = 0, 𝑖 = 1,2 
S(q)با تعریف ماتریس  = [s1(q)    s2(q)] شود( نتیجه می5) رابطه. 

(5) A(q)S(q) = 0 

,s1(q)بردارهای  به صورت فضایی فرض شود که به وسیله ∆اگر  s2(q)  اسپن
 ( را به صورت زیر داریم.6شده باشد، رابطه )

(6) ∆= span{s1(q), s2(q 

قرار  ∆در هر لحظه در داخل فضای  q̇شود که بردار نتیجه می (2) از روابط 

در هر لحظه و موقعیت مشخص، فضای  ∆گیرد. دقت داشته باشید که می

                                                                                                                                           
3 Null space 
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در همان لحظه خواهد بود. در نتیجه در هر لحظه و هر  Aپوچی ماتریس 

 .[7,8,19] ( نوشت7را به صورت رابطه ) q̇توان بردار موقعیت می
(7) q̇ ∈ ∆⇒ q̇ = s1𝑢1 + s2𝑢2 

سینماتیکی حالت با توجه به  تریلر معادله -در نهایت برای ربات ترکتور

( است 8به صورت رابطه ) S(q)های سینماتیکی فرض شده و ماتریس ورودی

[10,11]. 

(8) 

 q̇ = Su =

[
 
 
 
 

cos𝜃 0
sin𝜃 0

1

𝑑
tan (𝜃0 − 𝜃) 0

0 1]
 
 
 
 

[
𝑣
𝜔0

] 

 کنندهطراحی کنترل -3

بینی رفتار کردن یک شاخص براساس پیشبین بهینهاساس روش کنترل پیش

تر است. بر این اساس توالی از مقادیر ورودی زمانی جلو سیستم در چند پله
ترین شاخص را در طی افق زمانی مورد نظر دهد، به عنوان ورودی که بهینه

سازی سیستم و شود. برای طراحی کنترلر، پس از خطیبهینه محاسبه می

شود که شامل خطای تابع هدف طوری تعیین می سازی معادلات یکگسسته

زمانی  های سیستم از مقادیر مرجع است. کنترلر در هر پلهها و ورودیحالت
 سازی برای چند پلهبهینه بردار ورودی کنترلی بهینه را با حل یک مسأله

کند؛ سپس اولین عنصر از بردار ورودی تولید شده به زمانی محاسبه می

سازی با در نظر بهینه زمانی بعدی مسأله شود. در پلهمی سیستم اعمال

شود. سیستم و افق زمانی جلو رفته، دوباره حل می روز شدهگرفتن مدل به
. در این مقاله برای [13]شود سازی تکرار میپایان شبیه این فرآیند تا نقطه

گیری هستند. اگر های سیستم قابل اندازهسهولت فرض بر این است که حالت

 ( فرض کنیم:9معادلات سیستم را به صورت رابطه )
(9) ẋ = f(x, u) 

به صورت رابطه   xrبه صورت مسیر مرجع urورودی مرجع  رفتار سیستم با
 ( است.10)
(10) ẋ𝑟 = f(xr, ur) 

و حذف  (10)حول مسیر مرجع  (9) حال با نوشتن بسط تیلور برای معادله

 ( حاصل خواهد شد.11) بالا رابطه جملات درجه

 𝑥̇ = f(xr, ur) +
𝛿f

𝛿x|xr,ur

(x − xr) +
𝛿f

𝛿u|xr,ur

(𝑢 − 𝑢𝑟) 

(11)     = f(xr, ur) + fxr
(x − xr) + fur

(u − ur) 
fxrکه 

furو  
است که در هر نقطه از مسیر  uو xنسبت به  fماتریس جاکوبین  

,xr)مرجع  ur)  با فرضشده استمحاسبه . x̃ = x − xr  وũ = u − urمعادله ، 

 شود.( نوشته می12دینامیک خطی شده به صورت رابطه )
(12) ẋ̃ =  fxr

 x̃ + fur
 ũ  

 شود.( حاصل می13تفاضلی حالت ) ، رابطه(12) سازی رابطهبا گسسته
(13) x̃(𝑘 + 1) =  A(𝑘)x̃(𝑘) + B(𝑘)ũ(𝑘) 

های سیستم را در توان مقادیر حالتبالا می با توصیف سیستم به صورت رابطه
طور که پیشتر گفته شد، ابتدا تابع هدف هر گام زمانی محاسبه کرد. همان

𝛩(𝑥. 𝑢) کنیم که رفتار سیستم در افق زمانی مشخص را را طوری تعریف می

 ( توصیف کند.14به درستی به صورت رابطه )

(14) 

𝛩(𝑘) = ∑xT

𝑁

𝑖=1

(𝑘 + 𝑖|𝑘)Qx(𝑘 + 𝑖|𝑘) + 

uT(𝑘 + 𝑖 − 1|𝑘)Ru(𝑘 + 𝑖 − 1|𝑘) 
Rافق زمانی مورد نظر،  Nکه در آن  > 0,Q ≥  وزنی هستند. هایماتریس 0

 𝜉ی بینی شده در لحظه، پیش𝜙 در پله 𝜓مقدار  𝜓(𝜙|𝜉)منظور از عبارت
محاسبه شده به  های بهینهسازی بالا بردار ورودیبهینه است. با حل مسأله

 ( خواهد بود.15صورت رابطه )
(15) {ũ∗(𝑘|𝑘),… , ũ∗(𝑘 + 𝑁 − 1|𝑘)} 

گام زمانی در تابع هدف فوق ها و ورودی در چند جا که مقادیر حالتاز آن
در تابع هدف  هاآن( را تعریف و از 16شود، بهتر است بردارهای )دیده می

 استفاده نمود.

(16) 

x̅(𝑘 + 1) = [

x̃(𝑘 + 1|𝑘)

x̃(𝑘 + 2|𝑘)
⋮

x̃(𝑘 + 𝑁|𝑘)

], 

u̅(𝑘) = [

ũ(𝑘|𝑘)
ũ(𝑘 + 1|𝑘)

⋮
ũ(𝑘 + 𝑁 − 1|𝑘)

] 

 

( تبدیل 17به شکل رابطه ) (14) با تعریف بردار حالت و ورودی جدید، معادله

 شود.می
(17) 𝛩(𝑘) = x̅T(𝑘 + 1)Q̅x+ u̅T(𝑘)R̅u̅(𝑘) 

 باشند.( می18ها به صورت رابطه )فوق ماتریس در رابطه

(18) 
R̅ = [

R 0 … 0
0 R 0 ⋮
⋮ 0 ⋱ 0
0 ⋯ 0 R

] , Q̅ = [

Q 0 … 0
0 Q 0 ⋮
⋮ 0 ⋱ 0
0 ⋯ 0 Q

] 

های جدید تعریف شده ها و حالتحالت سیستم را برای ورودی حال معادله

 کنیم.( بازنویسی می19به صورت رابطه ) (16) در رابطه
(19) x̅(𝑘 + 1) = A̅(𝑘)x̅(𝑘|𝑘) + B̅(𝑘)u̅(𝑘) 

شده ( استخراج 20ماتریس حالت و ماتریس ورودی جدید به شکل رابطه )

 .است

A̅(𝑘) = [

A(𝑘|𝑘)

A(𝑘|𝑘)𝐴(𝑘 + 1|𝑘)
⋮

Γ(𝑘, 0)

] 

B̅(𝑘) =  

[

B(𝑘|𝑘) 0 ⋯ 0

A(𝑘 + 1|𝑘)B(𝑘|𝑘) B(𝑘 + 1|𝑘) … 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

Γ(𝑘, 1)B(𝑘|𝑘) Γ(𝑘, 2)B(𝑘 + 1|𝑘) ⋯ B(𝑘 + 𝑁 − 1|𝑘)

] 

A̅(𝑘) = [

A(𝑘|𝑘)

A(𝑘|𝑘)𝐴(𝑘 + 1|𝑘)
⋮

Γ(𝑘, 0)

] 

(20) 
Γ(𝑘, 𝑗) = ∏ A(𝑘 + 𝑖|𝑘)

𝑁−1

𝑖=𝑗

 

گیرد. با ها به سادگی صورت میگذاری ماتریساثبات روابط بالا با جای

( 21تابع هدف به فرم رابطه ) (14) در رابطه (19) حالت گذاری معادلهجای

 .[1,14]شودتبدیل می

(21) 
𝛩(𝑘) =

1

2
u̅T(𝑘)ℋ(𝑘)u̅(𝑘) + ℱT(𝑘)u̅(𝑘) + 𝒥(𝑘) 

 ( را داریم.22که در آن رابطه )
 ℋ(𝑘) = 2(B ̅^T (𝑘) Q ̅B ̅(𝑘) + R ̅ )  

 ℱ(𝑘) = 2B̅T(𝑘)Q̅A̅(𝑘)x̃(𝑘|𝑘) 

(22) 𝒥(𝑘) = x̃T(𝑘|𝑘)A̅T(𝑘)Q̅A̅(𝑘)x̃(𝑘|𝑘)  

ℋ و یک ماتریس مثبت معین است و ضرایب بخش مربعی  1ماتریس هسیان
کند و بخش خطی تابع هدف را مشخص می ℱدهد. تابع هدف را نشان می

𝒥  طور که از رابطههمان. [14]یک مقدار اسکالر و مستقل از ورودی است 

و  یستمس یهاول یهاحالت یراست، تابع هدف فقط به مقاد فوق مشخص

است  اییدهپد یوابسته است. اشباع عملگر یزمان هایپله در یورود یرمقاد
کردن  یدمق افتد؛ بنابراینیاتفاق م یواقع هایسیستم که در هنگام کنترل

                                                                                                                                           
1 Hessian 
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خواهد بود که در  یضرور یادشده یدهپد یری ازجلوگ یبرا یکنترل یرمقاد
. با محدود کردن شودیگرفته م یدهناد [11,10]نظیر  هاپژوهش یبرخ

 است. (23)رابطه به صورت  یورود یرمقاد
(23) umin ≤ u ≤  umax 

ũکهو با توجه به این = u − ur گردد.( حاصل می24نهایی ) ، رابطه 

(24) 

ũmin < ũ < ũmax 

ũmin = umin − ur  
ũmax = umax − ur 

شود، چه که به عنوان ورودی نهایی سیستم در روابط ریاضیاتی ظاهر میآن
 u̅ حدود نهایی قابل اعمال به معادلات  (16) بنابراین با توجه به رابطه؛ است

 ( خواهد بود.25به صورت رابطه )

(25) 

ũmin(𝑘) ≅ ⌈

ũmin(𝑘 ∣ 𝑘 )

ũmin(𝑘 + 1 ∣ 𝑘 )
⋮

ũmin(𝑘 + 𝑁 − 1 ∣ 𝑘 )

⌉ 

ũmax(𝑘) ≅ ⌈

ũmax(𝑘 ∣ 𝑘)
ũmax(𝑘 + 1 ∣ 𝑘)

⋮
ũmax(𝑘 + 𝑁 − 1 ∣ 𝑘)

⌉ 

 دهد.نمودار کنترلی طراحی شده را نشان می 2شکل 

 سازینتایج شبیه -4
 -با اعمال الگوریتم کنترلی توسعه داده شده در بخش قبل به ربات ترکتور

افزار متلب در این سازی در نرمقبلی، نتایج شبیه تریلر با مشخصات بیان شده

 در متلب استفاده شده 1ابزار کوادپراگسازی از بخش آمده است. برای بهینه

𝜔0(0) سازی سیستم از شرایط اولیهاست. در این شبیه = 𝑣(0)و  0 = 0 
𝑥(0)و = [−0.5 −0.8 π/3 π/6] کند. به علاوه شروع به حرکت می

𝜔min ورودی سیستم با مقادیر = −0.3 ،𝜔max = 0.3 ،𝑣min = 0.2 ،𝑣max =

Qضرایب تابع هدف، به صورت  . ماتریسشده استمحدود  0.4 =

diag(20,20,0.5,0.2)  وR = diag(0.1,0.1) لحاظ شده است، همچنین ،
𝑁گام زمانی جلوتر ) 5بینی تابع هدف براساس پیش = شود. ( محاسبه می5

 3،4 هایارائه شده است. شکل 1دیگر مشخصات هندسی سیستم در جدول 

 در کناراز تریلر را  𝑝ی طولی و عرضی نقطه مؤلفهبه ترتیب مسیر زمانی 

سیستم و مسیر مرجع برای بررسی  دهند. شرایط اولیهمسیر مرجع نشان می
طور گرفته شده است. همان در نظرکارایی کنترلر طراحی شده متفاوت از هم 

شود. شود خطای شرایط اولیه به مرور به صفر همگرا میکه دیده می

 بر موقعیت درآمده است. علاوه 6و  5 هایتریلر در شکلگیری ترکتور و جهت
  

 
Fig. 2 The proposed MPC block diagram of the system 

 بین پیشنهادی دیاگرام سیستم کنترلی پیش 2شکل 

                                                                                                                                           
1 Quadprog 

 تریلر -مقادیر پارامترهای هندسی ترکتور 1جدول 
Table 1 The geometrical parameters values of the tractor-trailer 

 مقدار توصیف پارامتر

𝑏0 0.24 ها در ترکتورچرخ نصف فاصله(m) 

𝑑0 0.1 ها در ترکتوری مرکز جرم از محور چرخفاصله(m) 

𝐿0 مرکز جرم تا پین  فاصلهJ 0(m) 

𝑏 0.24 ها در تریلرچرخ نصف فاصله(m) 

𝑑 0.1 ها در ترکتورجرم از محور چرخمرکز  فاصله(m) 

𝐿 مرکز جرم تا پین فاصله J 0.5(m) 

 

Fig. 3 The longitudinal trajectory of the trailer 
 لریتر تیموقع یطول مؤلفه یزمان ریمس 3شکل 

 
Fig. 4 The lateral trajectory of the trailer 

 لریتر تیموقع یعرض مؤلفه یزمان ریمس 4شکل 

Fig. 5 The orientation trajectory of the trailer 

 گیری تریلرمسیر زمانی جهت 5شکل 
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Fig. 6 The orientation trajectory of the tractor 

 کتورگیری ترجهت یزمان ریمس 6شکل 

ایم تا گیری ترکتور و تریلر نسبت به مسیر مرجع نیز اختلاف ایجاد کردهجهت

طور که در باز هم کارایی کنترلر طراحی شده مورد بررسی قرار گیرد. همان
شود این اختلاف به مرور از بین رفته است. یکی مشاهده می 6و  5 هایشکل

های سیستم و ایجاد مصالحه از نقاط قوت کنترل بهینه اعمال قید بر ورودی

به ترتیب سرعت خطی  8و  7 هایبین عملکرد و تلاش کنترلی است. شکل

های سیستم هستند را نشان ای ترکتور که ورودیو سرعت زاویه 𝑝 نقطه
د. با توجه به شکل ورودهای کنترلی بین مقادیر مشخص شده محدود دهنمی

دهد نشان می 9شود. شکل و در نهایت به مقادیر مرجع همگرا می شده است

شود. در که تابع هدف در نظر گرفته شده با گذشت زمان به صفر همگرا می

 10نهایت مسیر هندسی پیموده شده توسط ربات و مسیر مرجع در شکل 
ابتدای  شود تریلر پس از چند ثانیهطور که دیده میاست. همانشده  آورده

 شود.حرکت به مسیر مرجع همگرا می

Fig. 7 The linear velocity of the trailer 

 مسیر زمانی سرعت خطی تریلر 7شکل 

Fig. 8 The angular velocity of the tractor 

 ای ترکتورمسیر زمانی سرعت زاویه 8شکل 

Fig. 9 The objective function trajectory 

 تغییرات زمانی تابع هدف 9شکل 

 
Fig. 10 The geometrical path of the robot under MPC controller 

 بینکننده پیشمسیر هندسی ربات با کنترل 10شکل 

برای درک بهتر از میزان کارایی کنترلر طراحی شده سیستم را با یک کنترلر 

 یناکنیم. برای گیر کنترل و نتایج را بررسی میمشتق -گیرانتگرال -تناسبی

شود. در واقع موقعیت تریلر به عنوان خروجی سیستم فرض می مؤلفهدو  کار

گیریم. بیان موقعیت دوخروجی در نظر می -سیستم را به صورت دو ورودی
هر  کار یناکند، زیرا با تر میطراحی کنترل را راحت 1تریلر در دستگاه قطبی

گذارند. این امر موجب ورودی به صورت مستقل فقط بر یک خروجی اثر می

شود. موقعیت تریلر در دستگاه قطبی و فکیک سینماتیک سیستم میت

 شوند.( به هم مرتبط می26) کارتزین با رابطه

(26) 
𝜌 = √𝑥2 + 𝑦2 , 𝜙 = arctan(

𝑦

𝑥
)  

𝜌, 𝜙  ی دورانی و طولی موقعیت تریلر در دستگاه قطبی است. مؤلفهبه ترتیب

 ( قابل تعریف است.27توابع خطا به شکل رابطه )

eاگر بردار خطا به صورت  = {
𝐸𝜌

𝐸𝜙
 -گاه قانون کنترلی تناسبیفرض شود، آن {

به سیستم اعمال  (28) گیر اصلاح شده را به صورت رابطهمشتق -گیرانتگرال
 کنیم.می

(28) 
u = uref − K𝑝e − K𝑖 ∫e𝑑𝑡 − K𝑑ė 

,K𝑝های ماتریس K𝑖, K𝑑  ضرایب ثابت کنترلر وurefهای مرجع ، ورودی

توان سیستم در معادلات بخش قبل می از مدل خطی شده سیستم هستند.

                                                                                                                                           
1 Polar coordinate 

(27) 
𝐸𝜌 = 𝜌 − 𝜌𝑟𝑒𝑓 , 𝐸𝜙 = 𝜙 − 𝜙𝑟𝑒𝑓 
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های حالت و ورودی سیستم به مسیر مرجع وابسته است. دریافت که ماتریس
شود؛ مسیر مرجع ارائه شده در نتایج قبل باعث تغییرات زیادی در این می

با ضرایب ثابت توانایی کنترل  گیرمشتق -گیرانتگرال -بیتناسبنابراین کنترلر 

نتایج  سازی نیز حاکی از این امر است. برای ارائهسیستم را ندارد. نتایج شبیه

ساده سنجیده شده  نسبتکنترلر مذکور عملکرد آن با یک مسیر مرجع به 
 است.( 29است. ضرایب کنترلر با سعی و خطا تعیین شده و به صورت رابطه )

(29) K𝑝 = [
0.69 0
0 0.49

] ،K𝑖 = [
6 0
0 6.1

] ،K𝑑 = [
0.15 0
0 1.2

] 

دهد که با حرکت ی موقعیت تریلر را نشان میهامؤلفهتوابع خطای  11شکل 

𝑥(0) از شرایط اولیه = [0.1 −0.5 𝜋/3 𝜋/6]  ثانیه اول  10پس از

ی طولی و عرضی هامؤلفه. مسیر زمانی شودسازی به صفر همگرا میشبیه

بهتر عملکرد دو کنترلر،  برای مقایسه آمده است. 13و  12 هایتریلر در شکل
مسیر هندسی ربات کنترل شده تحت اثر هر دو کنترلر برای مسیر مرجع 

 14و  13های طور که در شکلآورده شده است. همان 14یکسان درشکل 

عملکرد خوبی در پایدارسازی  گیرمشتق -گیرانتگرال -مشخص است، کنترلر

 واضح است. کاملاً بین طراحی شدهیشپیی بهتر کنترلر نداشته و کارا

بین طراحی شده را با کنترلر اگر از نقطه نظر تلاش کنترلی، کنترلر پیش

سی ربر 16و  15های شکلباید مقایسه کنیم  گیرمشتق -گیرانتگرال -تناسبی

 -گیرانتگرال -تناسبیهای طراحی شده با قانون کنترلی گردند که ورودی

ها در این کنترلر بیشتر از مقادیر ورودی کند. محدودهرا گزارش می گیرمشتق
 7,8های با شکل 15,16های شکل بین است )مقایسههای کنترل پیشورودی

بین(. این نتایج حاکی از عملکرد ضعیف های کنترل پیشمتناظر با ورودی

 تریلر است. -بین بر سیستم ترکتوراین کنترلر نسبت به کنترلر پیش

Fig. 11 The posision error of trailer in the polar coordinate 

 مسیر زمانی خطای موقعیت تریلر در مختصات قطبی 11شکل 

Fig. 12 The longitudinal trajectory of trailer in the caresian coordinate 

 طولی موقعیت تریلر در مختصات دکارتی مؤلفهمسیر زمانی  12شکل 

 
Fig. 13 The lateral trajectory of trailer in the caresian coordinate 

 عرضی موقعیت تریلر در مختصات دکارتی مؤلفهمسیر زمانی  13شکل 

 
Fig. 14 The geometrical path of the robot under MPC and PID 

controllers 

 گیرمشتق-انتگرالی-بین و تناسبیکننده پیشبا کنترل مسیر هندسی ربات 14شکل 

Fig. 15 The linear velocity of the trailer 

 مسیر زمانی سرعت خطی تریلر 15شکل 

Fig. 16 The angular velocity of the tractor 

 ای ترکتورمسیر زمانی سرعت زاویه 16شکل 
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های واقعی قوام کنترلر در برابر اغتشاش قابلیت اطمینان آن را برای محیط

دهد. در این بخش یک سیگنال زمانی از اغتشاش را که در شکل افزایش می
شونده در ورودی سیستم وارد شده و با آمده است به صورت اغتشاش جمع 17

سازی عملکرد کنترلر در حضور اغتشاش بررسی خواهد استفاده از نتایج شبیه

طراحی شده توسط کنترلر  هاییر اغتشاش بر ورودیتأث 19,18های شد. شکل

شاشات دهد. در نهایت مسیر هندسی نهایی ربات با وجود اغترا نشان می
شود، کنترلر گونه که ملاحظه میارائه شده است. همان 20یادشده در شکل 

 سیستم را کنترل نماید.توانسته است در حضور اغتشاش 

 -گیرانتگرال -تناسبیبین و کنترل ی کنترل پیشبرای مقایسه

مسیر هندسی ربات کنترل  21گیر از نظر قوام در برابر اغتشاش، شکل مشتق
گیر در حضور اغتشاش وارد شده مشتق -گیرانتگرال -ترلر تناسبیشده با کن

 دهد و مبین این امر است که کنترلر مذکور در حضور را نشان می 17در شکل 

Fig. 17 The considered disturbance trajectory on the system inputs 

 سیگنال اغتشاشات وارد شده به سیستم 17شکل 

Fig. 18 The linear velocity of the trailer 

 مسیر زمانی سرعت خطی تریلر 18شکل 

Fig. 19 The angular velocity of the tractor 

 ای ترکتورمسیر زمانی سرعت زاویه 19شکل 

 
Fig. 20 The geometrical path of the trailer under MPC controller in 

presence of disturbances 

 بین در حضور اغشتشاشکننده پیشبا کنترل مسیر هندسی تریلر 20شکل 

اغتشاش نتوانسته ربات را به مسیر مرجع همگرا کند. قوام ضعیف کنترلر 

مشهود  کاملاً 21گیر در مقابل اغتشاش در شکل مشتق-گیرانتگرال-تناسبی

 است.

های کارایی کنترلر در صورت وجود نامعینی در پارامترها، یکی از ملاک
 𝑑0و  𝐿نامعینی در پارامترهای  %20برتری کنترلر است. در پایان با اعمال 

شود دیده می 22گونه که در شکل شود. همانعملکرد کنترلر بررسی می

نامعینی پارامترها، موجب یک خطای ماندگار در مسیر هندسی ربات شده 

است، ولی کماکان، ربات الگوی کلی مسیر مرجع را پیموده است. 
 شده است. ارائه 24و  23های های کنترلر در شکلخروجی

 گیرینتیجه -5

کنترل بهینه  بین که بر پایهدر این مقاله برای اولین بار روش کنترل پیش
تریلر با ساختار رانش تفاضلی مورد  -است، در طراحی کنترلر ربات ترکتور

تریلر استخراج  -استفاده قرار گرفت. ابتدا مدل سینماتیکی ربات ترکتور

حصول به عنوان مسیر مرجع در نظر  گردید. سپس یک مسیر هندسی قابل

بین خطی مدل مبنا یک قانون گرفته و با استفاده از روش کنترل پیش
 کنترلی برای تعقیب مسیر هندسی مطلوب طراحی شد. ضمن حل مسأله

 ها ملاحظاتکنترلی ردیابی مسیر زمانی با در نظر گرفتن قید روی ورودی
 

 
Fig. 21 The geometrical path of the robot under PID controller in 

presence of disturbances 

گیر در مشتق -گیرانتگرال -کننده تناسبیبا کنترل مسیر هندسی ربات 21شکل 

 حضور اغتشاش
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Fig. 22 The geometrical path of the trailer under MPC controller in 

presence of parameter uncertainties 

 بین در حضور نامعینی در پارامترهاکننده پیشمسیر هندسی تریلر با کنترل 22شکل 

Fig. 23 The linear velocity of the trailer 

 لریتر یسرعت خط یزمان ریمس 23شکل 

Fig. 24 The angular velocity of the tractor 

 ای ترکتورمسیر زمانی سرعت زوایه 24شکل 

. برای القای درک بهتر از عملکرد کنترلر رفتار شده استاشباع عملگری دیده 

جا گیر مقایسه شده است. از آنمشتق -گیرانتگرال -آن با یک کنترلر تناسبی
های عملی اهمیت دارد، قوام که قوام کنترلر در برابر اغتشاش در کاربرد

کنترلر در حضور اغتشاشات در ورودی و نامعینی در پارامترها بررسی شده 

تواند جهت کنترل حرکت تریلر مطلوب در یک است. رویکرد ارائه شده می

حالت کافی  سیستم رباتیکی با بیش از یک تریلر به کار برده شود. در این

ای با فرض مسیر مرجع برای تریلر مطلوب، ربات جلوتر است به صورت مرحله
را کنترل کرد تا در نهایت به مقادیر ورودی ترکتور سیستم رسید، با این 

 بابد.وجود بدیهی است که با افزایش زنجیره خطای سیستم افزایش می
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