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 1395وردین فر 28ارائه در سایت: 

ست. در این رائه شده اا در مرجع اینرسی زمین مرکز خطای تلاش صفر در مدل زمین کروی و مختصات مطلقدر این مقاله، حل تقریبی بردار  
یح بر صر ۀک رابطیپروازی تا مرکز زمین فرض شده است. حل مذکور منجر به  ۀرویکرد، شتاب گرانش متناسب با عکس مکعب فاصله وسیل

حل صریح اعمال رابطۀ ای با اعمال نقاط میانی مسیر به این شود. بعلاوه، به منظور افزایش دقت، حل تکهحسب شرایط اولیه و زمان پرواز می
در نظر ب فاصله زمانی، شتاب گرانش متناسب با عکس مکع ۀزشود. در هر بازمانی تقسیم می ۀای به چند بازشده است. زمان پرواز در حل تکه

های زمانی مختلف شود. دقت و بار محاسباتی روش مذکور به ازای تعداد بازهشود، اما در هر بازه پارامتر ثابت مدل اصلاح و بهنگام میگرفته می
بار  ۀسازی و محاسبای برای تقریب شتاب گرانش خطی نیز به کار برده شده است. نتایج شبیهبدست آمده است. به منظور مقایسه، حل تکه

سازی در مختصات دهد که روش ارائه شده نسبت به روش تقریبی شتاب گرانش خطی در مختصات مطلق و روش خطیمحاسباتی نشان می
 نسبی، به ازای بار محاسباتی نسبتاً یکسان، دقت بیشتری دارد.

 کلید واژگان:
 خطای تلاش صفر

 شتاب گرانش متناسب با عکس مکعب فاصله
 ایحل تکه
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 In this paper, an approximate solution of zero-effort-miss distance in spherical earth model is obtained 

in Earth-centered inertial (ECI) coordinates. In this approach, the gravitational acceleration is assumed 

to be inversely proportional to the cubic distance of space vehicle from the earth center. The present 

solution gives an explicit formula in terms of initial conditions and flight time. Moreover, the piecewise 

solution, i.e., the connection of solutions, is utilized in order to increase the accuracy of the algorithm. 

For this purpose, the total flight time is divided into several intervals using middle points. In each 

interval, the gravitational acceleration is taken to be inversely proportional to the cubic distance, but the 

correction constant is updated for each interval. The accuracy of the proposed method and its 

computational burden are calculated for various numbers of time intervals. For comparison purpose, the 

piecewise solution is also applied to the linear gravity approximation. The simulation results and 

calculation of computational burden show that the presented method has better accuracy than linear 

solution in ECI reference and linearized solution for relative motion with the same computational 

burden. 

Keywords: 
Zero-effort miss 
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 مقدمه -1

ای است. کمیتی کاربردی در قوانین هدایت دو نقطه« خطای تلاش صفر»

برابر خطای نهایی است، اگر شتاب « خطای تلاش صفر»مطابق تعریف، 

شود. مانوری وسیلۀ رهگیر بطور فرضی از زمان حاضر تا زمان نهایی، صفر 

در مدل زمین کروی بطور صریح بر حسب زمان « خطای تلاش صفر»رابطۀ 

 های تکراری نیز سبب افزایش باراستخراج نیست و استفاده از روشقابل 

 [.1-3شود ]محاسباتی می

در مسائل رهگیری در مدل زمین « خطای تلاش صفر»کاربرد اولیۀ 

کروی، با استفاده از فرض شتاب گرانشِ برابر در موقعیت رهگیر و هدف 

 شود ابت میصورت پذیرفته که به نوعی معادل فرض بردار شتاب گرانش ث

[. البته فرض شتاب گرانش نسبی صفر تنها برای بردهای کوتاه کاربردی 4،5]

است. سپس رابطۀ بردار خطای تلاش صفر با فرض شتاب گرانش نسبی صفر، 

است ای مرتبۀ دوم بر حسب زمان ارائه شدهخطی با زمان و پروفیل چندجمله

روی نسبت به بردار [. در ادامه معادلات حرکت نسبی در مدل زمین ک6]

سازی ممکن است حول [. این خطی6-9است ]سازی شدهموقعیت خطی

موقعیت اولیۀ رهگیر، موقعیت اولیۀ هدف، موقعیت نهایی هدف )یا رهگیر(، 

میانگین موقعیت اولیۀ رهگیر و هدف و همچنین میانگین سه موقعیت اولیۀ 

 هگیر( انجام شودرهگیر، موقعیت اولیۀ هدف و موقعیت نهایی هدف )یا ر

سازی بستگی دارد و دقت سازی به نقطۀ خطی[. دقت روش خطی8،9]

 بیشتری نسبت به فرض شتاب گرانش صفر دارد.
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ای رهگیر، [ در معادلات حرکت نسبی، موقعیت لحظه10در مرجع ]

لات است و با این تقریب، معادتقریبی خطی از بردار موقعیت نسبی فرض شده

ای صریح برای بردار خطای تلاش صفر بر و رابطه حرکت نسبی خطی شده

است. دقت این حل برای بردهای کوتاه، بر حسب حسب زمان بدست آمده

[ معادلۀ خطای تلاش صفر با فرض 11کاربرد، قابل قبول است. در مرجع ]

ار شتاب گرانش خطی با بردار موقعیت و اعمال مدل خطی نیروی پسا با برد

است؛ ردن دینامیک سیستم کنترل استخراج شدهسرعت و همچنین لحاظ ک

[ با فرض شتاب گرانش 12است. در مرجع ]اما نتایج عددی آن ارائه نشده

ر خطی بر حسب بردار موقعیت در مختصات مطلق، یک رابطۀ صریح برای بردا

است. البته در اکثر مقالات خطای تلاش صفر بر حسب زمان استخراج شده

ابطۀ نون هدایت/هدایت بهینه بوده است و استخراج رمذکور، هدف استخراج قا

 ود.شخطای تلاش صفر به عنوان دستاورد فرعی این مقالات تلقی می

در مقاله حاضر، با فرض شتاب گرانش متناسب با عکس مکعب فاصله به 

جای مقدار دقیق شتاب گرانش در مدل زمین کروی که متناسب با عکس 

ت مطلق در مختصات قطبی حل شده و مجذور فاصله است، معادلات حرک

است، ای صریح برای بردار خطای تلاش صفر بر حسب زمان بدست آمدهرابطه

ای با اعمال نقاط میانی مسیر به همچنین به منظور افزایش دقت، حل تکه

و مدل « شتاب گرانش متناسب با عکس مکعب فاصله»رابطۀ حل صریح مدل 

است. در ادامه دقت و بار محاسباتی [ اعمال شده12« ]شتاب گرانش خطی»

 است.های مذکور مقایسه شدهروش

 بردار خطای تلاش صفر -2

ای مدل معادلۀ حاکم بر حرکت وسیلۀ پروازی که به صورت جرم نقطه

 شود:( نوشته می1گرانش به صورت رابطه ) است، تحت شتابشده

(1) 𝑟̈ = 𝑔⃗(𝑟) 

بردار شتاب گرانش نسبت به  𝑔⃗(𝑟)بردار موقعیت فضاپیما و  𝑟که در آن، 

 (1)گیری از رابطه ( است. با دو بار انتگرالECIمرکز )مرجع اینرسی زمین

 [:11توان نوشت ]می

(2) 
𝑟(𝑡) = 𝑟0 + (𝑡 − 𝑡0)𝑣⃗0 +∫ (𝑡 − 𝜉)𝑔⃗[𝑟(𝑟0, 𝑣⃗0, 𝜉)]d𝜉

𝑡

𝑡0

 

بردار سرعت فضاپیما است.  𝑣⃗نمایانگر شرایط اولیه و  ”0“نویس که پایین

( نوشته 3به صورت ) 𝑡𝑓بنابراین، رابطۀ بردار موقعیت نهایی در زمان نهایی 

 [:11شود ]می

(3) 
𝑟(𝑡𝑓) = 𝑟0 + (𝑡𝑓 − 𝑡0)𝑣⃗0 +∫ (𝑡𝑓 − 𝑡)𝑔⃗[𝑟(𝑟0, 𝑣⃗0, 𝑡)]d𝑡

𝑡𝑓

𝑡0

 

ZEM⃗⃗بردار خطای تلاش صفر،  ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ موقعیت  ، بردار فاصلۀ نهایی فضاپیما نسبت به⃗

𝑟𝑓نهایی مطلوب، 
طور فرضی، شتاب مانوری ، است؛ مشروط به اینکه به∗

 فضاپیما از زمان کنونی تا زمان نهایی، صفر منظور شود. به عبارت دیگر، 

(4) ZEM⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(𝑡) = 𝑟𝑓
∗ − 𝑟(𝑡𝑓)|𝑎⃗⃗(𝜉)=0⃗⃗⃗ for 𝜉≥𝑡

 

، (3)بردار شتاب کنترلی فضاپیما است. بنابر رابطۀ اخیر و رابطه  𝑎⃗که در آن، 

 توان نوشت:می
ZEM⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(𝑡0) = 𝑟𝑓

∗ − 𝑟0 − (𝑡𝑓 − 𝑡0)𝑣⃗0 

(5) 
                                                   −∫ (𝑡𝑓 − 𝑡)𝑔⃗[𝑟(𝑟0, 𝑣⃗0, 𝑡)]d𝑡

𝑡𝑓

𝑡0

 

با فرض مدل زمین کروی غامض  (5)در حالت کلی، حل صریح و دقیق رابطه 

است. البته در حالت خاص، به طور نمونه با شتاب است و تاکنون ارائه نشده

 [:1آید ]گرانش ثابت، بردار خطای تلاش صفر به صورت صریح بدست می

(6) ZEM⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗(𝑡0) = 𝑟𝑓
∗ − 𝑟0 − (𝑡𝑓 − 𝑡0)𝑣⃗0 −

1

2
𝑔⃗(𝑡𝑓 − 𝑡0)

2
 

در ادامه، خطای تلاش صفر با فرض شتاب گرانش متناسب با عکس مکعب 

 آید.فاصله در مختصات قطبی بدست می

 صفر با فرض گرانش متناسب با عکس مکعب فاصله خطای تلاش -3

است، در ای مدل شدهمعادلات حرکت وسیلۀ پروازی که به صورت جرم نقطه

( 8( و )7مختصات قطبی زمین مرکز و با فرض مدل کروی، به صورت روابط )

 [:2شود ]نوشته می

(7) 
𝑟̈ − 𝑟𝜃̇2 = 𝑔 ,   𝑔 = −

𝜇

𝑟2
 

(8) 
𝑑ℎ

𝑑𝑡
= 0 ,   ℎ = 𝑟2𝜃̇ = 𝑟0

2𝜃̇0 

زاویۀ بردار موقعیت نسبت به محور  𝜃اندازۀ بردار موقعیت و  𝑟که در آن، 

ثابت گرانش زمین است. نمایش روابط  𝜇و همچنین  مختصات مرجع اینرسی

 [:2شود ]بصورت زیر نوشته می ℎ( بر حسب ثابت 8( و )7)

(9) 𝑟̈ −
ℎ2

𝑟3
= −

𝜇

𝑟2
 

است. در بر حسب زمان استخراج نشده 𝑟تاکنون در مسئله فوق، حل صریح 

𝑔اینجا با فرض شتاب گرانش متناسب با عکس مکعب فاصله،  = −𝜇𝑟̅ 𝑟3⁄ ،

به جای مقدار دقیق شتاب گرانش، حل تحلیلی و صریح بردار خطای تلاش 

ود شمقدار ثابتی فرض می 𝑟̅شود. لازم به ذکر است پارامتر صفر استخراج می

 شود.رد تقریب آن بحث میکه در انتهای این بخش در مو

 (7)با فرض شتاب گرانش متناسب با عکس مکعب فاصله، معادلۀ حرکت 

 شود:( نوشته می10به صورت رابطه ) (8)و 

(10) 𝑟̈ = −
𝐶

𝑟3
 ,   𝐶 = −ℎ2 + 𝜇𝑟̅ 

d(𝑟̇2)گیری از رابطۀ اخیر با استفاده از انتگرال = 2𝑟̈𝑑𝑟  به راحتی میسر

 است:

(11) 
𝑟̇2 = 𝐴 +

𝐶

𝑟2
 

 که در آن،

(12) 
𝐴 = 𝑟̇0

2 −
𝐶

𝑟0
2 = 𝑣0

2 −
𝜇𝑟̅

𝑟0
2  

( استخراج 13صورت )ای مختلف شرایط اولیه بههبرای حالت (11)رابطه 

 شود:می

(13) 

𝑟̇ =

{
 
 

 
 
𝑟̇0                              , 𝐶 = 0

sgn(𝑟̇)√𝐴 +
𝐶

𝑟2
     , 𝐶 ≠ 0, 𝐴 ≠ 0

sgn(𝑟̇)sgn(𝑟̇0)𝐵

𝑟
   , 𝐶 ≠ 0, 𝐴 = 0

 

 که در آن،

(14) 𝐵 = 𝑟0𝑟̇0 

𝐴توجه شود، در صورتی که  = ( ساده 15به صورت ) 𝐶شود، رابطه  0

 شود:می

(15) 𝐴 = 0 ⟹ 𝐶 = 𝑟0
2𝑟̇0

2 = 𝐵2 

 .مخالف صفر است 𝑟̇0، (13)بنابراین به ازای حالت سوم در رابطه 

د؛ به کن، تغییر می𝑡𝑝، در زمان اوج و حضیض، 𝑟̇لازم به ذکر است علامت 

 عبارت دیگر،

(16) 
sgn(𝑟̇) = {

sgn(𝑟̇0)      , 𝑡0 ≤ 𝑡 < 𝑡𝑝
−sgn(𝑟̇0)     , 𝑡 > 𝑡𝑝

 

𝑡در زمان اوج یا حضیض ) 𝑟به منظور محاسبه  = 𝑡𝑝 که با )𝑟𝑝  نمایش داده
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 شود، بنابراین:برابر صفر قرار داده می (13)شود، رابطه می

(17) 𝑟𝑝 = √−𝐶 𝐴⁄  

 مسیر اکیداً صعودی یا نزولی است.  (13)البته به ازای حالت اول و سوم رابطه 

d𝑡در ادامه، با استفاده از رابطه  = d𝑟 𝑟̇⁄  به  (13)و جایگذاری از رابطه

,𝐴برای حالت  𝑟̇ازای  𝐶 ≠  توان نوشت:می 0

(18) 
d𝑡 =

d𝑟

𝑟̇
=
sgn(𝑟̇)𝑟𝑑𝑟

√𝐴𝑟2 + 𝐶
 

 ۀ، بازاز آنجایی که در این حالت، امکان وجود نقطه اوج یا حضیض وجود دارد

ز یا حضیض( و یا بیشتر ازمانی، کمتر از زمان اوج ) ۀگیری به دو بازانتگرال

 است؛ بنابراین،آن تقسیم شده

(19) 
𝑡1 − 𝑡0 = sgn(𝑟̇0)∫

𝑟d𝑟

√𝐴𝑟2 + 𝐶

𝑟1

𝑟0

       ,           𝑡 ≤ 𝑡𝑝 

(20) 
𝑡2 − 𝑡𝑝 = −sgn(𝑟̇0)∫

𝑟d𝑟

√𝐴𝑟2 + 𝐶

𝑟2

𝑟𝑝

    ,       𝑡 > 𝑡𝑝 

 وان نوشت:ت( می20( و )19یری از روابط )گبا انتگرال

(21) 
𝑡1 − 𝑡0 =

1

𝐴
(sgn(𝑟̇0)√𝐴𝑟1

2 + 𝐶 − 𝐵) 

(22) 
𝑡2 − 𝑡𝑝 =

−sgn(𝑟̇0)

𝐴
√𝐴𝑟2

2 + 𝐶 

𝑟1به ازای  (17)با جایگذاری رابطه  = 𝑟𝑝  زمان اوج )یا  ۀ، رابط(21)در رابطه

 شود:حضیض( حاصل می

(23) 𝑡𝑝 = 𝑡0 −
𝐵

𝐴
 

توان می (22)اخیر در رابطه رابطۀ حال با قرار دادن زمان اوج )یا حضیض( از 

 نوشت:

(24) 
𝑡2 − 𝑡0 = −

1

𝐴
(sgn(𝑟̇0)√𝐴𝑟2

2 + 𝐶 + 𝐵) 

 آید:در نتیجه، رابطۀ زمان بر حسب موقعیت به صورت زیر بدست می

(25) 

𝑡 − 𝑡0 = {

1

𝐴
(sgn(𝑟̇0)√𝐴𝑟

2 + 𝐶 − 𝐵)    , 𝑡 ≤ 𝑡𝑝

−
1

𝐴
(sgn(𝑟̇0)√𝐴𝑟

2 + 𝐶 + 𝐵)    , 𝑡 > 𝑡𝑝

 

( حاصل 26صورت )، به(25) بر حسب زمان با استفاده از رابطۀ رابطۀ موقعیت

 شود:می

(26) 
𝑟 = √

[𝐵 + 𝐴(𝑡 − 𝑡0)]
2 − 𝐶

𝐴
 

گیری شود، رابطۀ موقعیت بر نیز انتگرال (13)اگر از دو حالت دیگر در رابطه 

 شود:ها در رابطۀ مذکور، استخراج میحسب زمان به ازای تمام حالت

(27) 

𝑟 =

{
  
 

  
 
𝑟0 + 𝑟̇0(𝑡 − 𝑡0)                  , 𝐶 = 0

√
[𝐵 + 𝐴(𝑡 − 𝑡0)]

2 − 𝐶

𝐴
      , 𝐴, 𝐶 ≠ 0

√𝑟0
2 + 2𝐵(𝑡 − 𝑡0)               , 𝐶 ≠ 0, 𝐴 = 0

 

بر حسب زمان حاصل  𝜃، رابطۀ نرخ تغییر زاویۀ (27)و  (8)با استفاده از روابط 

 شود:می

(28) 

𝜃̇ =
ℎ

𝑟2
=

{
  
 

  
 

ℎ

[𝑟0 + 𝑟̇0(𝑡 − 𝑡0)]
2
         , 𝐶 = 0

𝐴ℎ

[𝐵 + 𝐴(𝑡 − 𝑡0)]
2 − 𝐶

 , 𝐶, 𝐴 ≠ 0

ℎ

𝑟0
2 + 2𝐵(𝑡 − 𝑡0)

          , 𝐶 ≠ 0, 𝐴 = 0

 

 ود:شاستخراج میر حسب زمان ب 𝜃(، رابطۀ 28)رابطۀ گیری از انتگرالبا 

𝜃

= 𝜃0 +

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
𝜃̇0(𝑡 − 𝑡0)                                          ,       𝐶 = 0, 𝑟̇0 = 0
1

𝐵
[1 −

𝑟0
𝑟0 + 𝑟̇0(𝑡 − 𝑡0)

]                  ,        𝐶 = 0, 𝑟̇0 ≠ 0

ℎ

2√𝐶
ln
𝐴(𝐵 + √𝐶)(𝑡 − 𝑡0) + 𝐵

2 − 𝐶

𝐴(𝐵 − √𝐶)(𝑡 − 𝑡0) + 𝐵
2 − 𝐶

  , 𝐶 > 0, 𝐴 ≠ 0

ℎ

√−𝐶
tan−1

𝐴√−𝐶(𝑡 − 𝑡0)

𝐵[𝐵 + 𝐴(𝑡 − 𝑡0)] − 𝐶
     , 𝐶 < 0, 𝐴 ≠ 0

ℎ

2𝐵
ln [1 +

2𝑟̇0
𝑟0
(𝑡 − 𝑡0)]                     , 𝐶 ≠ 0, 𝐴 = 0

 

(29)  

ار موقعیت و زاویۀ بردار برد ۀبه ترتیب انداز (29)و  (27)بر اساس روابط 

موقعیت نسبت به دستگاه مختصات مرجع اینرسی بر حسب زمان بدست 

 آید.می

 𝒓̅تقریب  -3-1

 𝑟̅برای پارامتر ثابت « شتاب گرانش متناسب با عکس مکعب فاصله»در مدل 

ترین تقریب، فاصلۀ اولیه، توان استفاده کرد. سادهمختلفی می هایاز تقریب

𝑟 = 𝑟0حالتی که مسیر اکیداً صعودی یا نزولی باشد، از میانگین  ، است. در

 ود:شاولیه و نهایی استفاده می ۀنقط

(30) 
𝑟̅ =

𝑟0 + 𝑟𝑓

2
 

توان از میانگین وزنی نقاط ، می𝑟𝑝اوج یا حضیض،  ۀدر صورت وجود نقط

 اولیه، اوج )یا حضیض( و نهایی استفاده کرد:

(31) 
𝑟̅ =

(𝑟0 + 𝑟𝑝)(𝑡𝑝 − 𝑡0) + (𝑟𝑝 + 𝑟𝑓)(𝑡𝑓 − 𝑡𝑝)

2(𝑡𝑓 − 𝑡0)
 

آید. از آنجایی که بدست می (23)و  (17)به ترتیب از روابط  𝑡𝑝و  𝑟𝑝که در آن 

 𝐴و  𝐶به مقادیر ثابت  (23)و  (27)، (17)طبق روابط   𝑡𝑝و  𝑟𝑝 ،𝑟𝑓برای تقریب 

𝑟̅ها از است( نیاز است، لذا برای تخمین اولیۀ این ثابت 𝑟̅)که خود تابعی از  =

𝑟0 ( را به کار برد:32توان تقریب )شود. بنابراین، در مجموع میاستفاده می 

𝑟̅ =

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝑟0 +

𝑟̇0
2
(𝑡 − 𝑡0)                                ,            𝐶 = 0

𝑟0 + 𝑟𝑓
2

                                               ,            𝐶, 𝐴 ≠ 0, 𝑡 ≤ 𝑡𝑝

(𝑟0 + 𝑟𝑝)(𝑡𝑝 − 𝑡0) + (𝑟𝑝 + 𝑟𝑓)(𝑡𝑓 − 𝑡𝑝)

2(𝑡𝑓 − 𝑡0)
  , 𝐶, 𝐴 ≠ 0, 𝑡 > 𝑡𝑝

𝑟0
2
[1 + √1 + 2

𝑟̇0
𝑟0
(𝑡𝑓 − 𝑡0)]                  , 𝐶 ≠ 0, 𝐴 = 0

 

(32)  

 که در آن،

(33) 
𝑟𝑝 = −

𝐶0
𝐴0

 

(34) 
𝑟𝑓 = √

[𝐵 + 𝐴0(𝑡𝑓 − 𝑡0)]
2
− 𝐶0

𝐴0
 

(35) 
𝑡𝑝 = 𝑡0 −

𝐵

𝐴0
 

(36) 
𝐶0 = −ℎ2 + 𝜇𝑟0 

(37) 
𝐴0 = 𝑟̇0

2 −
𝐶0
𝑟0
2 = 𝑣0

2 −
𝜇𝑟0
𝑟0
2  
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 سید حمید جلالی نائینی و محسن دهقانی محمدآبادی حل تقریبی خطای تلاش صفر با فرض شتاب گرانش متناسب با عکس مکعب فاصله

 

 4، شماره 16، دوره 1395تیر مهندسی مکانیک مدرس،  138

 

ب با خطای تلاش صفر با فرض شتاب گرانش متناس ایحل تکه -4

 مکعب فاصلهعکس 

مدل شتاب گرانش »به منظور افزایش دقت در حل تقریبیِ مسئله با فرض 

میانی به  ۀتوان با استفاده از چند نقطمی« متناسب با عکس مکعب فاصله

 ۀباز 𝑁به  [𝑡0  𝑡𝑓]زمانی  ۀای ابتدا بازای عمل نمود. در حل تکهروش تکه

های زمانی ای سادگی، طول بازهشود. در اینجا برتقسیم می [𝑡𝑖−1  𝑡𝑖]زمانی 

 شود؛ به عبارت دیگر،یکسان فرض می

(38) Δ𝑡 = 𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1 =
𝑡𝑓 − 𝑡0

𝑁
 , 𝑖 = 1,2, … ,𝑁 

در هر بازۀ زمانی، شتاب گرانش متناسب با عکس مکعب فاصله در نظر گرفته 

 شود:اصلاح می 𝑟̅در هر بازه مقدار شود؛ اما می

(39) 𝑔𝑖 = −
𝜇𝑟̅𝑖−1
𝑟3

 

ر موقعیت بردا ۀبردار موقعیت و زاوی ۀانداز ۀ، رابط3با استفاده از روابط بخش 

زمانی بدست  ۀپایان هر باز ۀنسبت به دستگاه مختصات اینرسی در نقط

نرخ فاصله و  ۀای نیاز به محاسبآید. البته برای این منظور و برای حل تکهمی

 باشد.زاویه نیز می

(40) 

𝑟𝑖 =

{
 
 

 
 
𝑟𝑖−1 + 𝑟̇𝑖−1Δ𝑡             , 𝐶𝑖 = 0

√
[𝐵𝑖 + 𝐴𝑖Δ𝑡]

2 − 𝐶𝑖
𝐴𝑖

 , 𝐶𝑖 , 𝐴𝑖 ≠ 0

√𝑟𝑖−1
2 + 2𝐵𝑖Δ𝑡          , 𝐶𝑖 ≠ 0, 𝐴𝑖 = 0

 

(41) 

 

 𝜃𝑖 = 𝜃𝑖−1 + 

  

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

𝜃̇𝑖−1Δ𝑡                                      , 𝐶𝑖 , 𝑟̇𝑖−1 = 0
1

𝐵𝑖
[1 −

𝑟𝑖−1
𝑟𝑖−1 + 𝑟̇𝑖−1Δ𝑡

]                  ,        𝐶𝑖 = 0, 𝑟̇𝑖−1 ≠ 0

ℎ𝑖

2√𝐶𝑖
ln
𝐴𝑖(𝐵𝑖 +√𝐶𝑖)Δ𝑡 + 𝐵𝑖

2 − 𝐶𝑖

𝐴𝑖(𝐵𝑖 −√𝐶𝑖)Δ𝑡 + 𝐵𝑖
2 − 𝐶𝑖

  , 𝐶𝑖 > 0, 𝐴𝑖 ≠ 0   

ℎ𝑖

√−𝐶𝑖
tan−1

𝐴𝑖√−𝐶𝑖Δ𝑡

𝐵𝑖[𝐵𝑖 + 𝐴𝑖Δ𝑡] − 𝐶𝑖𝑜
      , 𝐶𝑖 < 0, 𝐴𝑖 ≠ 0   

ℎ𝑖
2𝐵𝑖

ln (1 +
2𝑟̇𝑖−1
𝑟𝑖−1

Δ𝑡)                     , 𝐶𝑖 ≠ 0, 𝐴𝑖 = 0   

 

(42) 

𝜃̇𝑖 =

{
  
 

  
 

ℎ𝑖
[𝑟𝑖−1 + 𝑟̇𝑖−1Δ𝑡]

2
             ,         𝐶𝑖 = 0              

𝐴𝑖ℎ𝑖
[𝐵𝑖 + 𝐴iΔ𝑡]

2 − 𝐶𝑖
         , 𝐶𝑖 , 𝐴𝑖 ≠ 0

ℎ𝑖
𝑟𝑖−1
2 + 2𝐵𝑖Δ𝑡

                 ,          𝐶𝑖 ≠ 0, 𝐴𝑖 = 0

 

(43) 

𝑟̇𝑖 =

{
 
 

 
 
𝑟̇𝑖−1                          ,     𝐶𝑖 = 0            

sgn(𝑟𝑖̇)√𝐴𝑖 +
𝐶𝑖
𝑟𝑖
2  , 𝐶𝑖 , 𝐴𝑖 ≠ 0

𝐵𝑖
𝑟𝑖
                           ,          𝐶𝑖 ≠ 0, 𝐴𝑖 = 0

 

 ،که در آن

(44) ℎ𝑖 = 𝑟𝑖−1
2 𝜃̇𝑖−1 

(45) 𝐶𝑖 = −ℎ𝑖
2 + 𝜇𝑟̅𝑖−1 

(46) 
𝐴𝑖 = 𝑟̇𝑖−1

2 −
𝐶𝑖
𝑟𝑖−1
2  

(47) 𝐵𝑖 = 𝑟𝑖−1𝑟̇𝑖−1 

𝑖ود، به ازای شهمانطور که ملاحظه می = بر حسب  𝐵𝑖و  ℎ𝑖 ،𝐶𝑖 ،𝐴𝑖ضرایب  1

باشد. لازم به ذکر است که در محاسبات می 𝜃̇0و  𝑟0 ،𝜃0 ،𝑟̇0شرایط اولیه 

 ۀاگر در باز (23)اشد. طبق رابطه بمی 𝑟̇روابط اخیر نیاز به تعیین علامت 

در نقطۀ  𝑟̇زمانی مورد نظر، نقطۀ اوج )یا حضیض( وجود نداشته باشد، علامت 

نقطۀ ابتدایی در همان بازه است. در غیر علامت پایانی برای هر بازه، مشابه 

 د.کنتغییر می 𝑟̇اینصورت، علامت 

 ای خطای تلاش صفر با فرض شتاب گرانش خطیتکهحل  -5

[ به صورت یک رابطۀ برداری خطی به 12بردار شتاب گرانش در مرجع ]

 است:( فرض شده48صورت )

(48) 𝑔⃗ = −𝜂𝑟 

 که در آن،

(49) 
𝜂 = 𝜇 𝑟0

3⁄  

به  (48)حل تحلیلی و صریح بردار موقعیت و سرعت نهایی با مدل گرانش 

 [:12شود ]( نوشته می51( و )50صورت )

(50) 𝑟(𝑡𝑓) = 𝑟0 cos(√𝜂𝑡𝑓) +
𝑣⃗0

√𝜂
sin(√𝜂𝑡𝑓) 

(51) 𝑣⃗(𝑡𝑓) = −𝑟0√𝜂 sin(√𝜂𝑡𝑓) + 𝑣⃗0 cos(√𝜂𝑡𝑓) 

 در حال سقوط آزاد است، موقعیت نهایی مطلوب و سرعت در حالتی که هدف

 [:12آید ]( بدست می53( و )52نهایی هدف از روابط )

(52) 
𝑟𝑓
∗ = 𝑟T(𝑡𝑓) = 𝑟T0 cos(√𝜂𝑇𝑡𝑓) +

𝑣⃗T0

√𝜂𝑇
sin(√𝜂𝑇𝑡𝑓) 

(53) 𝑣⃗𝑇(𝑡𝑓) = −𝑟T0√𝜂𝑇 sin(√𝜂𝑇𝑡𝑓) + 𝑣⃗𝑇0 cos(√𝜂𝑇𝑡𝑓) 

 که در آن،

(54) 𝜂𝑇 = 𝜇 𝑟𝑇0
3⁄  

[ با روش حل 12در ادامه به منظور افزایش دقت، نتایج حل تحلیلی مرجع ]

منظور، مشابه بخش قبل، زمان نهایی به  ود. برای اینشی توسعه داده میاتکه

𝑁 شود و در هر بازۀ زمانی، شتاب گرانش بازۀ زمانی کوچکتر تقسیم می

  شود؛ به عبارت دیگر،به صورت خطی فرض می (48)مطابق رابطه 

(55) 
𝑟𝑖 = 𝑟𝑖−1 cos(√𝜂𝑖−1Δ𝑡) +

𝑣⃗i−1

√𝜂𝑖−1
sin(√𝜂𝑖−1Δ𝑡) 

(56) 
𝑣⃗𝑖 = −𝑟𝑖−1√𝜂𝑖−1 sin(√𝜂𝑖−1𝛥𝑡) + 𝑣⃗𝑖−1 cos(√𝜂𝑖−1𝛥𝑡) 

 است و (38)مشابه رابطه  Δ𝑡و  𝑖که در آن، 

(57) 𝜂𝑖−1 = 𝜇 𝑟𝑖−1
3⁄  

𝑖تا تکرار  (56)و  (55)بنابراین با حل روابط  = 𝑁 بردار موقعیت نهایی بدست ،

 آید.می

 بار محاسباتی -6

بار محاسباتی عموماً با شمارش اعمال اصلی )جمع، تفریق، ضرب و تقسیم( با 

های دیگر ریاضی مانند شود. بار محاسباتی عملیاتمحاسبه میواحد فلاپس 

جذر، توابع مثلثاتی، لگاریتم و غیره نسبت به بار محاسباتی اعمال اصلی 

شود، که بر حسب نوع پردازشگر متفاوت است. در اینجا، بار سنجیده می

گاریتم و بار محاسباتی ل 𝑄، بار محاسباتی جذر با 𝑆محاسباتی توابع مثلثاتی با 

شود. بر این اساس، تقریب بار محاسباتی رابطۀ خطای نمایش داده می 𝐿با 

ا مدل عکس مکعب فاصله، بر حسب تعداد نقاط ای بتلاش صفر در روش تکه

𝑛میانی ) = 𝑁 − ( در حالت هدف ثابت و با فرض معلوم بودن موقعیت 1

𝑟̅نهایی هدف برای تقریب  = 𝑟0  به ترتیب به صورت  (32)و تقریب رابطه

 آید:( بدست می59( و )58)

(58) 

بار محاسباتی(فلاپس) ≃ 58 + 64𝑛 + (4 + 6𝑛)𝑄 

                                                          +2(𝑛 + 1)𝐿 + 4𝑆 

(59) 

بار محاسباتی(فلاپس) ≃ 72 + 78𝑛 + (5 + 7𝑛)𝑄 

                                                          +2(𝑛 + 1)𝐿 + 4𝑆 
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 139 4، شماره 16، دوره 1395تیر مدرس، مهندسی مکانیک 
 

ن سقوط آزاد از همی در صورت نیاز به محاسبۀ موقعیت نهایی هدف در حال

ۀ شود. در اینجا، به منظور مقایسروش، بار محاسباتی دو برابر روابط اخیر می

[ و 6،8،9ش ]سازی شتاب گرانالذکر با روش خطیبار محاسباتیِ روش فوق

[، بار محاسباتی دو روش اخیر به صورت 12روش شتاب گرانش خطی ]

 از: تنداست، که به ترتیب عبارتقریبی محاسبه شده

بار محاسباتی(فلاپس) (60) ≃ 140 + 𝑄 

بار محاسباتی(فلاپس) ≃ 25 + 46𝑛 + 2(𝑛 + 1)𝑆 + (2𝑛 + 1)𝑄 

(61) 
لازم به ذکر است که بار محاسباتی روش شتاب گرانش خطی نیز برای هدف  

در حال سقوط آزاد در حالتی که موقعیت نهایی آن مشخص نباشد، دو برابر 

 شود.می (61)رابطه 

، به نوع پردازشگر بستگی دارد، مقدار 𝑆و  𝑄 ،𝐿 با توجه به اینکه بار محاسباتی

های فوق، بر حسب نوع پردازشگر متفاوت خواهد بود. با بار محاسباتی روش

تا  (58)، برابر یک فلاپس باشد، رابطه 𝑆و  𝑄 ،𝐿که بار محاسباتی فرض آن

 شود:( ساده می65( تا )62به ترتیب به صورت ) (61)

بار محاسباتی(فلاپس) (62) ≃ 68 + 72𝑛 

بار محاسباتی(فلاپس) (63) ≃ 83 + 87𝑛 

بار محاسباتی(فلاپس) (64) ≃ 141 

بار محاسباتی(فلاپس) (65) ≃ 28 + 50𝑛 

به  2و  1بار محاسباتی سه روش مدنظر بر حسب تعداد نقاط میانی در شکل 

ترتیب برای موقعیت نهایی معلوم )هدف ثابت( و مجهول )هدف در حال 

 عکس»، بار محاسباتی روش 1است. با توجه به شکل سقوط آزاد( ترسیم شده

نسبت به روش شتاب گرانش خطی کمی بیشتر است؛ اما در « مکعب فاصله

ابل قمجموع بار محاسباتی هر دو روش حتی با در نظر گرفتن ده نقطۀ میانی 

شود که در توجه نیست و انتخاب روش با توجه به دقت محاسبه تعیین می

 است.بعد به آن پرداخته شده بخش

روش عکس »شود، بار محاسباتی ملاحظه می 2همانطور که در شکل 

در حالتی که موقعیت نهایی هدف در هر لحظه دردسترس « مکعب فاصله

 طیخ گرانش  شتاب  روش   به  بتنس  نباشد )نیاز به محاسبه داشته باشد(،
 

 
 

Fig. 1 Computational burden of inverse cubic and linear gravity 

approximations vs. the number of middle points for stationary 

target (𝑆 = 𝑄 = 𝐿 = 1) 

گرانش عکس مکعب فاصله و شتاب گرانش  بار محاسباتی تقریب شتاب 1شکل 

𝑆خطی بر حسب تعداد نقاط میانی برای هدف ثابت ) = 𝑄 = 𝐿 = 1) 

 

 

Fig. 2 Computational burden of inverse cubic, linearized and 

linear gravity approximations vs. the number of middle points 

for a free-falling target (𝑆 = 𝑄 = 𝐿 = 1) 

و خطی سازی بار محاسباتی روش شتاب گرانش عکس مکعب فاصله، خطی 2شکل 

𝑆تعداد نقاط میانی برای هدف در حال سقوط آزاد )بر حسب  = 𝑄 = 𝐿 = 1) 

سازی )پیوست ای روش خطیحدودی بیشتر است. از آنجایی که حل تکه تا

 2باشد، لذا بار محاسباتی این روش در شکل الف( با روش حاضر میسر نمی

 د نقاطاست. با افزایش تعداتنها در یک نقطه با دایره توپر نمایش داده شده

 یابد؛ اما در مجموع، بارصورت خطی افزایش میمیانی، تفاوت بار محاسباتی به

ل های مذکور حتی با در نظر گرفتن ده نقطۀ میانی نیز قابمحاسباتی روش

ار بدقت محاسبه به ازای »توجه نیست. لازم به ذکر است که برتری روش را 

 شود.پرداخته میکند و در بخش بعد به آن تعیین می« محاسباتی یکسان

 نتایج و بحث -7

 شتاب گرانش متناسب با»به منظور مقایسۀ دقت و بار محاسباتی سه روش 

« سازی شتاب گرانشخطی»و « شتاب گرانش خطی»، «عکس مکعب فاصله

 ای در مدل زمین کروی استفادهسازی پرواز با فرض جرم نقطهاز کد شبیه

زاد صورت ثابت یا در حالت سقوط آ سازی، هدف به دوشود. در نتایج شبیهمی

است، هدف به صورت یک است. در حالت سقوط آزاد فرض شدهفرض شده

ای است، که تنها تحت تأثیر شتاب گرانش زمین در مسیر حداقل جرم نقطه

کند. برای هر دو انرژی برای رسیدن به موقعیت اولیۀ وسیلۀ رهگیر حرکت می

است که رهگیر در مدار د، فرض شدهحالت هدف ثابت و در حال سقوط آزا

صورت کند و زمان نهایی بر این اساس بهحداقل انرژی به هدف اصابت می

کند و به است. با این شرایط، رهگیر به هدف اصابت میعددی محاسبه شده

عبارتی خطای تلاش صفر، صفر است؛ اما بر اساس روابط تقریبی سه روش 

است. این خطاها با یکدیگر مقایسه شده شود. لذامذکور، خطایی ایجاد می

 سازی منطقاً از لحاظشود که روش خطیالبته شرایط اولیه مفروض سبب می

 دقت در شرایط مطلوبتری نسبت به اعمال خطای اولیۀ زیاد قرار گیرد. 

شتاب گرانش متناسب با عکس مکعب »لازم به ذکر است که در روش 

است، لذا برای طلق حل شده، معادلات حرکت در مختصات م«فاصله

کاربردهای هدف ثابت و هدف در حالت سقوط آزاد )یا با پروفیل آتی 

ش مشخص( قابل استفاده است. بعلاوه، استفاده از مختصات مطلق اعمال رو

 ای خطی را میسر ساخته است.تکه

در ادامه، خطای سه روش مذکور برای اهداف ثابت و هدف در حال 

ی برد مختلف بررسی شده است. نتایج مذکور به ازای سقوط آزاد در زوایا
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 4، شماره 16، دوره 1395تیر مهندسی مکانیک مدرس،  140

 

 است.کیلومتری رهگیر و هدف از مرکز زمین لحاظ شده 6400فاصلۀ اولیۀ 

 هدف ثابت -7-1

ۀ شود که هدف ثابت است. در این حالت، تنها دقت محاسبدر اینجا فرض می

شتاب گرانش »و « شتاب گرانش متناسب با عکس مکعب فاصله»دو روش 

 شود. البته همانطور که اشارهای مقایسه میبا اعمال روش حل تکه« خطی

 [ در فرمولاسیون حاضر برای اهداف ثابت6،8،9سازی مراجع ]شد، روش خطی

 قابل استفاده نیست.

 120و  60، 10خطای محاسبه در خطای تلاش صفر به ازای زوایای برد 

شود، ملاحظه می 3ترسیم شده است. همانطور که از شکل  3درجه در شکل 

یابد؛ و دقت با افزایش تعداد نقاط میانی، دقت حل برای هر دو روش بهبود می

 𝑟̅به ازای هر دو تقریب « شتاب گرانش متناسب با عکس مکعب فاصله»روش 

شتاب »بار محاسباتی روش  1خطای کمتری دارد. هر چند بر اساس شکل 

د نقاط میانی یکسان به ازای تعدا« گرانش متناسب با عکس مکعب فاصله

شتاب گرانش متناسب با عکس مکعب »بیشتر است، با این وجود دقت روش 

به ازای بار محاسباتی یکسان « شتاب گرانش خطی»نسبت به روش « فاصله

فلاپس که به  350طور نمونه، به ازای بار محاسباتی حدود نیز بیشتر است. به

شتاب گرانش »برای روش  6و  4، 3ترتیب متناسب با تعداد نقاط میانی 

𝑟̅و  (32)از رابطه  𝑟̅با تقریب « متناسب با عکس مکعب فاصله = 𝑟0  شتاب »و

ها درجه در این روش 60برد  ۀاست، خطای محاسبه برای زاوی« گرانش خطی

 کیلومتر است. 741و  384، 23به ترتیب حدود 

، درصد خطای هر روش نسبت به برد بر حسب زوایۀ برد برای 4در شکل 

𝑛قاط میانی تعداد ن = 0, 5, ها به است. در ابتدا مقایسه روشترسیم شده 10

𝑛ازای  = است، نمایش داده شده 4(a)بدون نقطه میانی( که در شکل ) 0

شود، در این حالت روش مورد بحث قرار گرفته است. همانطور که مشاهده می

 درجه به ترتیب نسبت 140و  125تا زاویۀ برد حدود « شتاب گرانش خطی»

از رابطه  𝑟̅با تقریب « شتاب گرانش متناسب با عکس مکعب فاصله»به روش 

𝑟̅و تقریب  (32) = 𝑟0  دقت کمتری دارد. توجه شود که در این حالت بار

تقریباً یکسان و بسیار ناچیز  1های مختلف با توجه به شکل محاسباتی روش

« شتاب گرانش متناسب با عکس مکعب فاصله»که دقت روش است، ضمن آن

درجه بقدری بهتر از روش  100تا زاویۀ برد حدود  𝑟̅ازای هر دو تقریب به 

است که افزایش بسیار ناچیز بار محاسباتی این روش « شتاب گرانش خطی»

پذیرد. ها با اعمال نقاط میانی صورت میقابل اعتنا نیست. حال مقایسه روش

و  5قاط میانی شود، برای تعداد نملاحظه می 4(cو ) 4(bهمانطور که از شکل )

به ازای « شتاب گرانش متناسب با عکس مکعب فاصله»خطای روش  10

برای زوایای برد مفروض، بسیار کمتر از دو روش دیگر  (32)از رابطه  𝑟̅تقریب 

، درصد خطای این روش صفر 5به ازای تعداد نقاط میانی بیشتر از است و 

 است.

در ادامه، سه روش تقریبی مورد مطالعه به ازای یک بار محاسباتی 

شود. برای این منظور، به ازای هر فاصلۀ خطای نهایی یکسان مقایسه می

شود. نتایج بدست آمده به صورت معین، حداکثر برد قابل استفاده تعیین می

فلاپس منظور  500است که در آن بار محاسباتی نمایش داده شده 5شکل 

شتاب »فلاپس در روش  500است. لازم به ذکر است که بار محاسباتی شده

𝑟̅( و 32از رابطه ) 𝑟̅با تقریب « گرانش متناسب با عکس مکعب فاصله = 𝑟0  و

نقطۀ میانی است. با  10و  6، 5ر با به ترتیب متناظ« شتاب گرانش خطی»

شتاب گرانش »توجه به این شکل، حداکثر زوایۀ برد قابل قبول برای روش 

𝑟̅( و 32از رابطه ) 𝑟̅با تقریب « متناسب با عکس مکعب فاصله = 𝑟0  بیشتر از

 است.« شتاب گرانش خطی»روش 

 

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Fig. 3 Range errors vs. the number of middle points of inverse 

cubic and linear gravity approximations for stationary targets, 

a) range angle=10 deg, b) range angle=60 deg, and c) range 

angle=120 deg 
تقریب شتاب گرانش دو روش خطای برد بر حسب تعداد نقاط میانی برای  3شکل 

 60د ( زوایۀ برbدرجه،  10زوایۀ برد ( a ای اهداف ثابت،ربعکس مکعب فاصله خطی و 

 درجه 120زوایۀ برد ( cدرجه و 
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 141 4، شماره 16، دوره 1395تیر مدرس، مهندسی مکانیک 
 

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Fig. 4 Error percentage of inverse cubic and linear gravity 

approximates vs. range angle for stationary targets, a) 𝑛 = 0, b) 

𝑛 = 5, and c) 𝑛 = 10 
عکس مکعب فاصله بر خطی و درصد خطا به برد برای تقریب شتاب گرانش  4شکل 

a )𝑛 ثابت، ای اهدافرب حسب زوایۀ برد = 0 ،b )𝑛 = c )𝑛و  5 = 10 

تاکنون مقایسۀ سه روش تقریبی مورد مطالعه تنها برای مدار حداقل انرژی 

شود. در تأثیر انحراف از مدار حداقل انرژی بررسی می 6بررسی شد. در شکل 

 500این شکل، حداکثر زاویۀ برد قابل قبول به ازای بار محاسباتی حدود 

نسبت زمان نهایی به زمان نهایی مدار »ومتر بر حسب کیل 5فلاپس و خطای 

است. لازم به ذکر است که زمان نهایی مدار ترسیم شده« حداقل انرژی

𝑡𝑓حداقل انرژی با 
نمایش داده شده و نمودار به ازای شرایط اولیۀ مفروض در  ∗

ملاحظه  6است. همانطور که از شکل ابتدای بخش بحث و نتایج ترسیم شده

، نتایج مقایسۀ بدست آمده برای انحراف نسبی از مدار حداقل انرژی شودمی

 نیز قابل تعمیم است.

شتاب گرانش »توان این استنتاج را نمود که روش بنابراین در مجموع می

برای « شتاب گرانش خطی»نسبت به روش « متناسب با عکس مکعب فاصله

اهداف ثابت از دقت بالاتری، به ازای بار محاسباتی نسبتاً یکسان، برخوردار 

تر از بسیار قابل توجه (32)از رابطه  𝑟̅است، که این موضوع به ازای تقریب 

𝑟̅تقریب  = 𝑟0 .است 

 
Fig. 5 Comparison of maximum range angle vs. allowable error 

for  a computational burden of 500 flops for three approximate 

solutions  
 500محاسباتی  بار ازای به مجاز خطای حسب زوایۀ برد بر مقایسه حداکثر 5شکل 

  تقریبیحل فلاپس برای سه روش 
 

 
Fig. 6 Comparison of maximum range angle vs. the ratio of the 

final time to the final time of minimum energy orbit for a 

computational burden of 500 flops and an allowable error of 5 

km for three approximate solutions  
سیر نسبت زمان نهایی به زمان نهایی م» حسب زوایۀ برد بر مقایسه حداکثر 6شکل 

 کیلومتر 5ای نهایی مجاز طفلاپس و خ 500محاسباتی  بار ازای به« حداقل انرژی

  تقریبیحل برای سه روش 
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 هدف در حال سقوط آزاد -7-2

گرانش زمین در حال  شود که هدف تنها تحت شتابدر اینجا فرض می

شتاب گرانش متناسب »سقوط آزاد است. در این حالت، دقت محاسبۀ روش 

ای و با اعمال روش حل تکه« شتاب گرانش خطی»و « با عکس مکعب فاصله

شتاب »شود. در روش )پیوست الف( مقایسه می« سازی شتاب گرانشخطی»

در « خطیشتاب گرانش »و روش « گرانش متناسب با عکس مکعب فاصله

 صورتی که زمان نهایی معلوم فرض شود، موقعیت نهایی هدف قابل محاسبه

است. اگر فرض شود موقعیت نهایی هدف به صورت دقیق محاسبه شود 

ر دتوان مانند حالت هدف ثابت به مسئله پرداخت. )توسط سایت زمینی(، می

هایی های تقریبی برای محاسبه موقعیت نغیراینصورت، ممکن است از روش

و هدف استفاده شود. لذا در این حالت، خطای نهایی برابر جمع برداری د

خطای محاسبۀ موقعیت نهایی رهگیر و هدف است. در مقایسۀ حاضر تنها 

لوم( نتایج بررسی حالت دوم )هدف در حال سقوط آزاد با موقعیت نهایی نامع

ابت به هدف ثمورد بحث قرار گرفته است؛ چرا که نتایج برای حالت اول، مشا

سازی بر مبنای مختصات نسبی است و به موقعیت است. البته روش خطی

ده شنهایی هدف نیازی ندارد. لازم به ذکر است درصد خطای برد نشان داده 

ر کیلومتری رهگیر و هدف از مرکز زمین و مدا 6400 ۀبه ازای فاصلۀ اولی

 ده است.حداقل انرژی است که در ابتدای بخش نتایج و بحث ذکر ش

، درصد خطای هر روش نسبت به برد بر حسب زوایۀ برد برای 7در شکل 

𝑛نقاط میانی  = 0, 5, است. برای هدف در حال سقوط آزاد ترسیم شده 10

 7(aشود، در حالت بدون نقطۀ میانی که در شکل )همانطور که ملاحظه می

« لهشتاب گرانش متناسب با عکس مکعب فاص»است، روش نمایش داده شده

در کلیه زوایای برد از دو روش دیگر دقت بهتری دارد.  𝑟̅به ازای هر دو تقریب 

های بار محاسباتی تمامی روش 2که در این حالت با توجه به شکل ضمن آن

باشد. هر چند در این حالت دقت در نظر گرفته شده کم و نزدیک به هم می

توان است، اما می« سازیخطی»کمتر از روش « شتاب گرانش خطی»روش 

 ای افزایش داد. را با حل تکه« شتاب گرانش خطی»دقت روش 

ای با فرمولاسیون حاضر برای روش همانطور که قبلاً ذکر شد، حل تکه

، مقایسه 7(cو ) 7(bسازی نیست؛ لذا در شکل )قابل پیاده« سازیخطی»

شتاب گرانش »و « شتاب گرانش متناسب با عکس مکعب فاصله»روش 

شتاب گرانش متناسب با »ها نیز روش است. در این حالتانجام شده« یخط

از دقت بهتری « شتاب گرانش خطی»نسبت به روش « عکس مکعب فاصله

فلاپس  1000برخوردار است. به عنوان مثال به ازای بار محاسباتی حدود 

شتاب »، حداکثر درصد خطا در زاویۀ برد مفروض در روش 2مطابق شکل 

از  𝑟̅نقطۀ میانی به ازای تقریب  5با « اسب با عکس مکعب فاصلهگرانش متن

نقطۀ میانی  10با « شتاب گرانش خطی»و در روش  0.5برابر % (32)رابطه 

 است.  10برابر %

شتاب گرانش متناسب با »توان گفت که روش مجموع می بنابراین در

و « شتاب گرانش خطی»نسبت به دو روش « عکس مکعب فاصله

 برای هدف در حال سقوط آزاد به ازای بار محاسباتی یکسان، «سازیخطی»

توان با از دقت بالاتری برخوردار است. همچنین دقت روش حاضر را می

ای بر روی بخشید در حالی که اعمال حل تکهافزایش تعداد نقاط میانی بهبود 

 سازی با فرمولاسیون حاضر میسر نیست.روش خطی

ای از زاویای برد طی ، نمونه7برای تجسم بهتر زاویای برد اولیه در شکل 

برای شرایط مفروض آورده شده است.  1شده توسط وسیله رهگیر در جدول 

گرفته شده، در حالتی که زوایۀ  به عنوان نمونه، بر اساس شرایط اولیۀ در نظر

درجه  4.1درجه و رهگیر  25.9درجه است، هدف  30برد اولیه رهگیر و هدف 

 کنند.را در زمان یکسان تا محل برخورد طی می
 

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 

Fig. 7 Error percentage of inverse cubic, linear gravity and 

linearized approximations vs. range angle for free-falling 

targets, a) 𝑛 = 0, b) 𝑛 = 5, and c) 𝑛 = 10 
شتاب گرانش خطی، عکس مکعب فاصله و تقریب درصد خطا به برد برای  7شکل 

a )𝑛 ای اهداف در حال سقوط آزاد،رب بر حسب زوایۀ بردسازی خطی = 0 ،b )𝑛 =

c )𝑛و  5 = 10 
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 مفروض ۀشده برحسب زاویۀ برد اولیه برای شرایط اولیبرد طیزوایۀ  1جدول 

Table 1 Traveled range angle vs. initial range angle for 

prescribed initial condition 
 برد )درجه(زوایۀ  برد اولیه )درجه(زوایۀ 

10 0.7 
30 4.1 
50 8.7 
70 13.9 
90 19.2 

110 24.6 
130 29.9 
150 34.9 
170 39.5 
180 41.7 

ان البته در عمل، خطای الگوریتم هدایت و کنترل توسط هدایت پایانی جبر

شود. هر چه این خطا کمتر باشد، انرژی مورد نیاز برای رهگیری پایانی می

 [ نام برد.13توان از هدایت ترکیبی مرجع ]بود. به طور نمونه، میکمتر خواهد 

 گیرینتیجه -8

 در کروی زمین مدل در صفر تلاش خطای بردار تقریبی حل مقاله، این در

 کسع با متناسب گرانش شتاب روش، این در. استشده ارائه مطلق مختصات

کروی که جای مقدار دقیق شتاب گرانش در مدل زمین فاصله به مکعب

مذکور،  فرض با است.شده فرض متناسب با عکس مجذور فاصله است،

. استشده حل تحلیلی صورت به قطبی مختصات در مطلق حرکت معادلات

 حسب بر صریح رابطۀ یک به منجر مذکور، بر خلاف مدل زمین کروی، حل

قسیم کل تبعلاوه به منظور افزایش دقت، با . ودشمی پرواز زمان و اولیه شرایط

شتاب گرانش متناسب »ای برای مدل تکه حل زمان پرواز به چند بازۀ زمانی،

استخراج « شتاب گرانش خطی»و همچنین مدل « با عکس مکعب فاصله

 یانینقاط م تعداد ازای به مذکور دو روش محاسباتی بار و دقت. استشده

 «نسبی مختصات در سازی شتاب گرانشخطی» روش با و آمده بدست

ای سبب رفت اعمال روش حل تکههمانگونه که انتظار می .استشده مقایسه

شود. با افزایش تعداد نقاط میانی، دقت نهایی افزایش افزایش دقت می

دهد که سازی عددی و محاسبۀ بار محاسباتی نشان مییابد. نتایج شبیهمی

اتی به ازای بار محاسب« شتاب گرانش متناسب با عکس مکعب فاصله»روش 

و « شتاب گرانش خطی»ی نسبت به روش ایکسان، برتری قابل توجه

 دارد. « سازیخطی»همچنین روش 

 سازیروش خطی –پیوست الف  -9

در این روش، معادلات حرکت نسبی حول یک نقطه معلوم )موقعیت فعلی 

 فضاپیما، موقعیت فعلی هدف، میانگین موقعیت فعلی جسم و هدف، موقعیت

است و بر این سازی شده[( خطی9میانگین سه نقطه مذکور ]نهایی هدف یا 

 استاساس رابطۀ تقریبی و صریح بردار خطای تلاش صفر بدست آمده

[6،8،9:] 

(66) ZEM⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗ = 𝐹1(𝑡go)(𝑟𝑇0 − 𝑟0) + 𝐹2(𝑡go)(𝑣⃗𝑇0 − 𝑣⃗0) 

𝑡go)زمان باقیمانده تا زمان نهایی  𝑡goکه در آن،  = 𝑡𝑓 − 𝑡) ،𝑟𝑇0  و𝑣⃗𝑇0  به

به  𝐹2و  𝐹1ترتیب، بردار موقعیت و سرعت اولیۀ هدف است. همچنین توابع 

 [:6،8،9شود ]( استخراج می68( و )67صورت )

(67) 
𝐹1(𝑡go) = 𝐼 +

1

2!
𝐸𝑡go

2 +⋯+
1

(2𝑛max)!
𝐸𝑛max𝑡go

2𝑛max 

(68) 

𝐹2(𝑡go) = 𝑡go𝐼 +
1

3!
𝐸𝑡go

3 +⋯

+
1

(2𝑛max + 1)!
𝐸𝑛max𝑡go

(2𝑛max+1) 

𝐸که در آن،  = 𝜕𝑔⃗ 𝜕(𝑟𝑇 − 𝑟)⁄  است که برای محاسبۀ آن، دو رابطۀ تقریبی

[ در مدل زمین کروی پیشنهاد 6،8،9( به ترتیب در مراجع ]70( و )69)

 است:شده

𝐸 = [𝐸𝑀𝐼 +
𝐸𝑇 − 𝐸𝑀

(𝑟𝑇0 − 𝑟0)
T
𝑟𝑇0

𝑟𝑇0𝑟𝑇0
T ] , 𝐸𝑀 = −

𝜇

𝑟0
3  , 𝐸𝑇 = −

𝜇

𝑟𝑇0
3  

(69) 
 

(70) 
𝐸 = −

𝜇

𝑅0
3 [𝐼 − 3

𝑅⃗⃗0𝑅⃗⃗0
T

𝑅0
2 ] 

است. در سازی حول آن انجام شدهای است که خطینقطه 𝑅⃗⃗0که در آن، 

 است:سازی پیشنهاد شده( برای خطی75( تا )71[، نقاط )8،9مرجع ]

(71) 𝑅⃗⃗0 = 𝑟0 

(72) 𝑅⃗⃗0 = 𝑟𝑇0 

(73) 𝑅⃗⃗0 =
1

2
(𝑟0 + 𝑟𝑇0) 

(74) 𝑅⃗⃗0 = 𝑟𝑓
∗ 

(75) 𝑅⃗⃗0 =
1

3
(𝑟0 + 𝑟𝑇0 + 𝑟𝑓

∗) 

ی بهتر( که نتایج 75های بخش قبل در مقاله حاضر، از رابطه )سازیدر شبیه

 است.ازی استفاده شدهس( دارد، برای خطی74-71نسبت به روابط )
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