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به هارمونیکگسترده خارجی به صورتنیروينانولوله کربنی که در آن سیال داخلی با سرعت ثابت در جریان بوده و ارتعاشات مطالعه حاضر،ر د
پاسترناك تعبیه شده است و شرایط -ویسکوشود مورد تحقیق قرار گرفته است. همچنین در اطراف این نانولوله یک بستر الاستیکآن اعمال می

هاي بدست آمده، در پاسخکوچکباشد. به منظور تحلیل این سیستم و در نظر گرفتن اثرات اندازهگاه ساده میمرزي نانولوله نیز در دو انتها تکیه
هاي فته شده است. با در نظر گرفتن تمامی انرژيبه کار گرتیموشنکو سازي نانولوله، تئوري تیرمدلبرايتنش کوپل استفاده شده و از تئوري

سیستم به دست آمده است. در ادامه حرکتخطیغیرمعادلاتموجود در سیستم و کار نیروهاي خارجی وارد بر آن، اصل همیلتون نوشته شده و 
کمک گرفته شده و ی تعمیم یافتهنسیلایفرروش تربیع داز با مشتقات جزئی نتیجه شده به معادلات دیفرانسیل معمولی،معادلاتبراي تبدیل 

افزار متلب استفاده شده است. براي این کانت در نرمهاي فرکانسی نانولوله از بسته متشده است. براي تحلیل پاسخسازي هگسستدامنه تیر 
ات اندازه تاثیراند. بدین ترتیب ول تبدیل شدهمنظور و با به کار گیري تبدیلات مناسب، معادلات دیفرانسیلی مرتبه دوم موجود به معادلات مرتبه ا

شود. علاوه بر آن اثرات ابعاد نانولوله، سرعت سیال، هاي تئوري حاضر با تئوري کلاسیک تیر تیموشنکو نشان داده میو به عبارتی تفاوتکوچک 
زان و نحوه تاثیر هریک از این عوامل متفاوت شود که مینیروي عرضی اعمالی و پارامترهاي بستر الاستیک نیز بررسی شده است. مشاهده می

هاي فرکانسی نانولوله به شکل ملموسی به این تغییرات حساس است.باشد و در مجموع پاسخمی
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	 In	this	study,	the	vibrations	of	carbon	nanotube	are	investigated	in	which	the	inner	fluid	flow	with	
constant	velocity	and	the	widespread	external	harmonic	force	is	applied	to	it.	Also	the	nanotube	is	
embedded	 in	 an	 elastic	 visco-Pasternak	medium	 and	 the	 boundary	 conditions	 at	 two	 ends	 of	
nanotube	are	simply	supported.	 In	order	 to	analyze	 the	 system	and	considering	 the	small	 scale	
effects,	 the	 couple	 stress	 theory	 is	 employed	 and	 the	 Timoshenko	 beam	 theory	 is	 used	 for	
modeling	the	nanotube.	The	Hamilton's	principle	is	written	with	taking	into	account	all	energies	
and	external	works	of	system	and	consequently	the	nonlinear	motion	equations	of	the	system	are	
achieved.	 Then	 with	 help	 of	 generalized	 differential	 quadrature	 method,	 the	 obtained	 partial	
differential	 equations	 are	 converted	 to	 ordinary	 differential	 equations	 and	 the	 domain	 of	 the	
beam	is	discretized.	From	the	MatCont	package	in	MATLAB	software,	the	frequency	responses	of	
nanotube	are	examined.	To	 this	aim,	 the	 second	order	differential	equations	are	 turned	 to	 first	
order	 ones	 with	 appropriate	 transformations.	 So	 the	 small	 scale	 effect	 or	 equivalently	 the	
differences	 between	 present	 approach	 and	 classical	 Timoshenko	 beam	 theory	 are	 presented.	
Furthermore	 the	effects	of	 the	 size	of	nanotube,	 fluid	velocity,	applied	 transverse	 force	and	 the	
elastic	 foundation	 parameters	 are	 studied.	 It	 is	 observed	 that	 the	 dependency	 of	 frequency	
response	on	each	of	these	parameters	is	different	and	it	significantly	changes	with	these	factors.	
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مقدمه-1
هاي اخیر و همزمان با پیشرفت سریع دانش و تکنولوژي، استفاده از در سال
ها در بسیاري از کاربردهاي صنعتی گسترش یافته است. به خصوص از نانولوله

کشف گردیده، ]1[وسط ایجیما ت1حدود دو دهه گذشته که نانولوله کربنی
هاي کربنی به دلیل این روند شتاب بیشتري به خود گرفته است. نانولوله

																																																																																																																																											
1-	Carbon	Nanotube	(CNT)	
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هاي منحصر به فرد مکانیکی، الکتریکی و شیمیایی که دارند مورد ویژگی
ها، هاي جالب توجه این نانولولهگیرند. از جمله ویژگیتوجه بسیار قرار می

رسانایی الکتریکی و دمایی سفتی و استحکام بالا نسبت به وزن و همینطور
هاي کربنی نیز مورد . از این رو مطالعه ارتعاشات نانولوله]4- 2[بالا است 

گرفته است که در این میان بررسی رفتار استقبال چشمگیر محققان قرار
ها از اهمیت و دقت بالاتري برخوردار خواهد ارتعاشی غیرخطی این سیستم

.]5[بود 
ها به ، استفاده از آن]8-6[ها از میان کاربردهاي گسترده این نانولوله	

هاي حامل سیال از اهمیت فراوانی برخوردار است؛ چرا که عنوان دستگاه
. به همین دلیل ]9[باشدهایی مانند ذخیره و انتقال سیال میشامل قابلیت

هاي کربنی حاوي سیال در مطالعات مختلفی مورد رفتار ارتعاشی نانولوله
- هاي فراوانی از آن نیاز به پژوهشبررسی قرار گرفته است و همچنان جنبه

هاي بیشتري دارد.
توان در دو دسته هاي مورد استفاده در منابع را میئوريبه طور کلی ت

بندي نمود. هاي مکانیک محیط پیوسته کلاسیک و غیرکلاسیک دستهتئوري
متفاوت است و به این دلیل که ،از آنجا که رفتار مواد در ابعاد بسیار کوچک

ري در تئوري کلاسیک تاثیرات اندازه لحاظ نشده است، لذا استفاده از این تئو
از دقت کافی برخوردار نخواهد بود. از 1در مطالعه ساختارهاي مایکرو و نانو

هاي مکانیک محیط پیوسته این رو به منظور غلبه بر این مشکل، تئوري
توان به تئوري اند که از آن جمله میوابسته به اندازه ماده ارائه شده

، ]13[4، گرادیان کرنش]12, 11[3، تنش کوپل]10[2الاستیسیته غیرمحلی
و گرادیان کرنش ]15[6، تنش کوپل اصلاح شده]14[5الاستیسیته سطحی

کرد.اشاره ]16[7اصلاح شده
آن علاوه بر سادگی روابط ارائه اصلاح شدهدر تئوري تنش کوپل و شکل 	

هاي مورد مطالعه در هاي انواع سیستمشده، دقت بالایی نیز در ارائه پاسخ
. در تئوري تنش ]18, 17[هاي گوناگون مکانیکی مشاهده شده است پدیده
، تنها به 8بت لامهنشان داد که علاوه بر دو ثا]15[، یانگ اصلاح شدهکوپل 

براي بیان وابستگی رفتار ماده به ابعاد آن نیاز 9یک پارارمتر مقیاس طول
است. این ثابت از خواص مکانیکی ماده است و به صورت تجربی و 

شود.آزمایشگاهی تعیین می
هاي هاي اخیر در زمینه نانولولهاز میان تحقیقات انجام شده در سال	

با استفاده از ]19[اشاره کرد. در ]20, 19[ن به تواکربنی حاوي سیال می
سازي به کمک تئوري غیرمحلی ارینگن و مدل]20[تئوري کلاسیک و در 

مساله با تئوري تیر اویلربرنولی، ارتعاشات آزاد نانولوله کربنی داراي جریان 
پایداري ]21[سیستم مطالعه شده است. در 10سیال داخلی به همراه پایداري

نانولوله در دو نوع مختلف سیال درون آن نیز توسط تئوري غیرمحلی بررسی 
ارتعاشات آزاد نانولوله را با استفاده از تئوري ]22[شده است. ونگ 
هاي تیر اویلر برنولی و تیموشنکو تحقیق براي مدل11الاستیسیته گرادیان

سیستم را مورد بررسی 12هاي بحرانیهاي فرکانسی و سرعتپاسخکرده و 

																																																																																																																																											
1-	Micro-	and	Nanostructures	
2-	Nonlocal	Elasticity	Theory	
3-	Couple	Stress	Theory	
4-	Strain	Gradient	Theory	
5-	Surface	Elasticity	Theory	
6-	Modified	Couple	Stress	Theory	
7-	Modified	Strain	Gradient	Theory	
8-	Lame	constants	
9-	Length	scale	parameter	
10-	Stability	
11-	Gradient	Elasticity	
12-	Critical	velocity	

دوجداره حاوي سیال در 13نیتریدي- قرار داده است. ارتعاشات آزاد نانولوله بور
مطالعه شده و از تئوري تنش کوپل براي تیر مدل شده توسط تئوري  ]23[

تیر تیموشنکو استفاده گردیده است.
ص است، مطالعات زیادي در همانگونه که از توضیحات ذکر شده مشخ	

هاي بحرانی در ارتعاشات هاي طبیعی و سرعتزمینه بررسی پایداري، فرکانس
هاي حاوي سیال به انجام رسیده است. علیرغم این حجم نسبتا آزاد نانولوله

ها آنچنان که باید بالاي تحقیقات صورت گرفته، ارتعاشات اجباري این نانولوله
است. لذا کمبود پژوهشی که با استفاده از تئوري مورد توجه قرار نگرفته 

14هاي عددي قوي، این مساله وابسته به اندازهغیرکلاسیک مناسب و با روش

شود.را بررسی کند احساس می
در مطالعه حاضر به تحلیل ارتعاشات تحت تحریک خارجی نانولوله 	

- ه میکربنی حاوي سیال که در یک بستر الاستیک تعبیه شده است پرداخت
سازي نانولوله شود. براي این منطور از تئوري تیر تیموشنکو براي مدل

تغییر شکل و اثرات اینرسی چرخشیاستفاده شده است که با در نظر گرفتن 
کند. همچنین از تري از تئوري اویلر برنولی ارائه میمدل کامل،یضرعبرشی 

به اندازه نانولوله براي مطالعه رفتار وابسته اصلاح شدهتئوري تنش کوپل 
15پاسترناك- استفاده شده است. بستر الاستیک موردنظر توسط مدل ویسکو

16خطی ارائه شده است. همچنین حرکت سیال داخلی به صورت جریان پلاگ

	شود.لحاظ می
هاي کلاسیک و مرتبه بالاي تئوري تنش کوپل ها و کرنشدر ابتدا تنش	

هاي کرنشی، جنبشی، کار نرژيبدست آمده است. پس از آن ااصلاح شده
نیروي خارجی و همینطور کار و انرژي حاصل از نیروهاي بستر الاستیک 

براي بدست آوردن معادلات غیرخطی 17محاسبه شده و از اصل همیلتون
حاکم بر حرکت نانولوله استفاده شده است. در ادامه از روش تربیع 

دامنه تیر و تبدیل 19سازيبراي گسسته]24[18یافتهدیفرانسیلی تعمیم
معادلات با مشتقات جزیی به معادلات دیفرانسیلی معمولی بهره برده شده 

ناسب به است. سپس معادلات مرتبه دوم حاصل با استفاده از تبدیلات م
20کانتاند. در نهایت با استفاده از بسته متمعادلات مرتبه اول تبدیل شده

هاي فرکانسی تحت تحریک خارجی نانولوله افزار متلب، پاسخر نرمد]25[
کربنی حاوي سیال بدست آمده است.

معادلات حرکت نانولوله-2
براساس تئوري تنش کوپل، انرژي کرنشی در یک ماده الاستیک همگن که 

:]15[ز کند عبارتست ارا اشغال میΩفضاي 

Π =
1
2න൫ߪ௜௝ߝ௜௝ + ݉௜௝߯௜௝൯݀ݒ

	

ஐ
	 )1(	

تنسور گرادیان چرخشی متقارن است.௜௝߯تنسورکرنش و ௜௝ߝکه در آن 
تنسور تنش کلاسیک و مرتبه بالا هستند که به ترتیب ௜௝݉و ௜௝ߪهمچنین 

آیند:به طریق زیر بدست می

௜௝ߝ =
1
2 ൫ݑ௜,௝ + 	௝,௜൯ݑ 	الف)-2(

																																																																																																																																											
13-	Boron	Nitride	Nanotube	(BNNT)	
14-	Size-dependent	
15-	Visco-Pasternak	
16-	Plug	flow	
17-	Hamilton’s	Principle	
18-	Generalized	Differential	Quadrature	(GDQ)	
19-	Discretization	
20-	MatCont	
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߯௜௝ =
1
2 ൫ߠ௜,௝ + ;௝,௜൯ߠ ௜ߠ								 =

1
2 ൫curl(u)൯	௜ 								 	ب)-2(

௜௝ߪ = ௜௝ߜ(ߝ)tr	ߣ + ௜௝ߝߤ2 ,			݉௜௝ = ଶ߯௜௝݈ߤ2 ج)-2(

باشد پارامتر مقیاس طول ماده می݈است. uعضو بردار جابجایی ௜ݑدر اینجا 
دو ثابت ߤو ߣگرادیان چرخشی متقارن است. علاوه بر آن که مرتبط با 

:]26[آیند) بدست می3کلاسیک لامه هستند که از رابطه (

ߣ =
ߥܧ

(1 + −1)(ߥ (ߥ2 ߤ			, =
ܧ

2(1 + 	(ߥ )3(	

داده شده است، سیستم مورد مطالعه یک نشان 1شکل همانگونه که در 
است که ܧمدول الاستیسیتهوߩچگالی، ܮ، طول ܣسطح مقطعنانولوله با

و سرعت ௙ߩ، چگالی ௙ܣجریان سطح مقطعپذیر بادر آن سیال غیرتراکم
و ௜ܴدر جریان است. شعاع داخلی و خارجی سطح مقطع به ترتیب ܸثابت 
ܴ௢ بوده و ضخامت آنℎܫباشد. گشتاور سطح دوم لوله و سیال به ترتیب می
همچنین لوله توسط یک بستر ویسکوپاسترناك احاطه شده است. است. ௙ܫو 

تعریف ௠ܥ2و ضریب میرایی௠ܩ1، ضریب برش௠ܭاین بستر توسط ثابت فنر 
باشد. نیروي میگاه سادهدر دو انتها تکیهشود. شرایط مرزي نانولوله می

,ݔ)ܨگسترده خارجی  نیز در طول سیستم و به صورت عرضی به آن (ݐ
شود.اعمال می

هاي جابجایی در تئوري تیر تیموشنکو را بیان ) که مولفه4حال رابطه (
:]27[شود کند، در نظر گرفته میمی

ଵݑ = ,ݔ)ݑ −(ݐ ,ݔ)߰ݖ ଶݑ			,(ݐ = ଷݑ			,0 = ,ݔ)ݓ 	(ݐ )4(	

,ݔ)ݑکه در آن ,ݔ)ݓ، (ݐ ,ݔ)߰و (ݐ ی ایبجادهنده جبه ترتیب نشان(ݐ
چرخش سطح نسبت به رضی تیر و زاویه جابجایی ع،مقطع میانی تیرطولی

ند. بنابراین به کمک تئوري تیموشنکو و با استفاده از تمحور عمودي هس
	:]28[توان روابط غیرخطی کرنش را بدست آورد می3ون کارمنروابط

ଵଵߝ =
ଵݑ߲
ݔ߲ +

1
2 ൬
ݓ߲
൰ݔ߲

ଶ

=
ݑ߲
ݔ߲ − ݖ

߲߰
ݔ߲ +

1
2 ൬
ݓ߲
൰ݔ߲

ଶ

	,	

ଵଷߝ =
1
2 ൬
ݓ߲
ݔ߲ −߰൰	 )5(	

شود:) نتیجه می4ب) و (-2همچنین از روابط (

هاي مکانیکی و هندسی آنتصویري از نانولوله مورد مطالعه و ویژگی1شکل 

																																																																																																																																											
1-	Shear	constant
2-	Damping	constant
3-	Von	Karman	equations	

ଶߠ = −
1
2 ൬߰ +

ݓ߲
	൰ݔ߲

߯ଵଶ = ߯ଶଵ = 	−
1
4ቆ

߲߰
ݔ߲ +

߲ଶݓ
	ଶቇݔ߲ )6(	

) هاي بدست آمده در روابط ج) و کرنش- 2بدین ترتیب با استفاده از رابطه 
تنسورهاي تنش کلاسیک و مرتبه بالا را به ترتیب اعضاي 	توان)، می6) و (5(

) ارائه نمود:8) و (7در روابط (

ଵଵߪ = ߣ) + ቆ	(ߤ2
ݑ߲
ݔ߲ − ݖ

߲߰
ݔ߲ +

1
2 ൬
ݓ߲
൰ݔ߲

ଶ

ቇ,	

ଵଷߪ = ݇௦ߤ ൬
ݓ߲
ݔ߲ −߰൰	 )7(	

݉ଵଶ = ݉ଶଵ = −
ଶ݈ߤ

2 ቆ
߲߰
ݔ߲ +

߲ଶݓ
	ଶቇݔ߲ )8(

	ضریب تصحیح برشی است.௦݇که در آن 
)،9رابطه (در ادامه با معرفی پارارمترهاي 

ܣ̅ = ߣ) + തܤ			,ܣ(ߤ2 = ഥܦ			,ܣߤ = ߣ) + 	ܫ(ߤ2 )9(

) خواهند بود:10نیروها و گشتاورهاي کلاسیک و مرتبه بالا، طبق روابط (

ܰ = නߪଵଵ݀ܣ
	

஺
= 	 ܣ̅ ቈ

ݑ߲
ݔ߲ +

1
2 ൬
ݓ߲
൰ݔ߲

ଶ

቉,	

ܳ = නߪଵଷ݀ܣ
	

஺
= ݇௦ܤത ൬

ݓ߲
ݔ߲ −߰൰,	

ܯ = නߪଵଵܣ݀ݖ
	

஺
= ഥܦ−

߲߰
ݔ߲ ,	

ܻ = න݉ଵଶ݀ܣ
	

஺
= −

݈ଶ

2 തܤ ቆ
߲߰
ݔ߲ +

߲ଶݓ
	ଶቇݔ߲ )10(	

بنابراین با توجه به روابط فوق، انرژي کرنشی سیستم براساس تئوري تنش 
عبارتست از:اصلاح شدهکوپل 

௦ߎ =
1
2න න൫ߪ௜௝ߝ௜௝ + ݉௜௝߯௜௝൯݀ܣ

	

஺
ݔ݀

௅

଴

								=
1
2න ቆܰቆ

ݑ߲
ݔ߲ +

1
2 ൬
ݓ߲
൰ݔ߲

ଶ

ቇ−ܯ൬
߲߰
൰ݔ߲

௅

଴

								+ܳ ൬
ݓ߲
ݔ߲ − ߰൰−

ܻ
2 ቆ

߲߰
ݔ߲ +

߲ଶݓ
ݔଶቇ൱݀ݔ߲ )11(	

,ݔ)ܨکار نیروي گسترده خارجی  که به صورت عرضی به تیر وارد (ݐ
شود، برابر است با:می

ிߎ = නݔ)ܨ, ݔ݀ݓ(ݐ
௅

଴

	 )12(	

پاسترناك بر سطح بیرونی - همچنین کار ناشی از نیروهاي اعمالی بستر ویسکو
) 14) و (13نانولوله و انرژي حاصل از ضریب میرایی این بستر توسط روابط (

:]23[شوندارائه می

ܹ௘௫௧ =
1
2න ቆ−ܭ௠ݓଶ + ݓ௠ܩ

߲ଶݓ
ݔଶቇ݀ݔ߲

௅

଴
	 )13(	

௠ܦ =
1
2න ቆܥ௠ ൬

ݓ߲
ݐ߲ ൰

ଶ

ቇ݀ݔ
௅

଴
)14(

) و رابطه الف-15انرژي جنبشی نانولوله و سیال به ترتیب توسط رابطه (

	ଵݑ,ݔ

	ଷݑ,ݖ

ܴ௜ 	
ܴ௢	

ℎ	

,ܧ 	ܣ,ߩ,ߥ

	ورود
سیال

	خروج
سیال

	ܮ

بستر الاستیک

,ݔ)ܨ 	(ݐ

	ଶݑ,ݕ

	ଷݑ,ݖ
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:]23[شوند ) بیان میب- 15(

்ߎ =
1
2න න ቊ൬ߩ

ݑ߲
ݐ߲ − ݖ

߲߰
ݐ߲ ൰

ଶ

+ ൬
ݓ߲
ݐ߲ ൰

ଶ

ቋ݀ܣ
	

஺
ݔ݀

௅

଴
	

								=
1
2න ൬ܣቈߩ

ݑ߲
൰ݐ߲

ଶ

+ ܫ ൬
߲߰
ݐ߲ ൰

ଶ

+ ൬ܣ
ݓ߲
ݐ߲ ൰

ଶ

቉
௅

଴
	ݔ݀ 	الف)- 15(

೑்ߎ =
1
2න න ௙ߩ ቆ൬

ݓ߲
ݐ߲ + ܸ

ݓ߲
൰ݔ߲

ଶ	

஺೑

௅

଴

								+ ൬
ݑ߲
ݐ߲ − ݖ

߲߰
ݐ߲ + ܸ൰

ଶ

ቇ݀ܣ௙݀ݔ

								=
1
2න ቆߩ௙ܣ௙ ൬

ݓ߲
ݐ߲ + ܸ

ݓ߲
൰ݔ߲

ଶ

+ ௙ܣ௙ߩ ൬
ݑ߲
൰ݐ߲

ଶ௅

଴

௙ܸଶܣ௙ߩ+								 + ௙ܣ௙ߩ2
ݑ߲
ݐ߲ + ௙ܫ௙ߩ ൬

߲߰
ݐ߲ ൰

ଶ

ቇ݀ݔ 	ب)- 15(

با استفاده از اصل همیلتون

න ቀ்ߎߜ + ೑்ߎߜ − ௦ߎߜ + ிߎߜ + ௘௫௧ܹߜ
௧మ

௧భ

൯ݐ௠݀ܦߜ̇−								 = 0	 )16(	

(15) تا (11(و جایگذاري روابط  و گیري جز به جز )، انتگرال16) در رابطه 
معادلات غیرخطی حاکم به ،߰ߜو ݓߜ،ݑߜقرار دادن ضرایب برابر صفر 

آید:میدست 
߲ܰ
ݔ߲ = ൫ܣߩ + ௙൯ܣ௙ߩ	

߲ଶݑ
ଶݐ߲ 	

	الف)- 17(

߲
ݔ߲ ൬ܰ

ݓ߲
൰ݔ߲ +

߲ܳ
ݔ߲ +

1
2
߲ଶܻ
ଶݔ߲

௙ܣ௙ߩ−								 ቆ2ܸ
߲ଶݓ
ݔ߲ݐ߲ + ܸଶ

߲ଶݓ
−ଶቇݔ߲ ݓ௠ܭ

௠ܩ+								
߲ଶݓ
ଶݔ߲ − ௠ܥ

ݓ߲
ݐ߲ = ൫ܣߩ + ௙൯ܣ௙ߩ

߲ଶݓ
ଶݐ߲

	ب)- 17(

ܳ −
ܯ߲
ݔ߲ −

1
2
߲ܻ
ݔ߲ = ൫ܫߩ + ௙൯ܫ௙ߩ

߲ଶ߰
ଶݐ߲

ج)- 17(

سازي روابط به دست آمده، پارامترهاي بدون بعد رابطه بعدبه منظور بی
شوند:) تعریف می18(

∗ݔ =
ݔ
ܮ ∗ݐ			, =

ݐ
ܮ
ඨ
ܣ̅
			ܣߩ

(∗ݓ,∗ݑ) =
(ݓ,ݑ)
ℎ ,			߰∗ = 	,ߖ

ߟ =
ܮ
ℎ ,			ܿ =

݈ଶ

4ℎଶ ,			{ܽ,ܾ} =
{തܤ,ܣ̅}
ܣ̅

,			݀ =
ഥܦ
ℎଶܣ̅

,	

଴ܫ =
ܣߩ + ௙ܣ௙ߩ

ܣߩ ଶܫ			, =
ܫߩ + ௙ܫ௙ߩ
ℎଶܣߩ ,	

݇௕ =
௙ܸܣ௙ߩ2

ඥ̅ܣρA
ݒ			, = ඨ

௙ܣ௙ߩ
ܣ̅

ܸ,			݂ =
ଶܮܨ

ℎܣ̅
	

݇௠ =
ଶܮ௠ܭ

ܣ̅
,			݃௠ =

௠ܩ
ܣ̅

,			ܿ௠ =
ܮ௠ܥ

ඥ̅ܣρA
	 )18(	

شود. در نتیجه معادلات صرفنظر می∗در ادامه مقاله براي سهولت از نماد 
کوپل غیرخطی حاکم بر حرکت بدون بعد نانولوله کربنی حاوي سیال که در 

شود، طبق الاستیک قرار گرفته و نیروي خارجی به آن اعمال مییک بستر 

شوند:) نوشته می19روابط (

ܽ
߲ଶݑ
ଶݔ߲ + ଵݖ = ଴ܫ

߲ଶݑ
ଶݐ߲ 	 	الف)- 19(

݇௦ܾቆ
߲ଶݓ
ଶݔ߲ − ߟ

߲߰
−ቇݔ߲

ܾܿ
ଶߟ ቆ

߲ସݓ
ସݔ߲ + ߟ

߲ଷ߰
	ଷቇݔ߲

								−݇௕
߲ଶݓ
ݐ߲ݔ߲ − ଶݒ

߲ଶݓ
ଶݔ߲ − ݇௠ݓ + ݃௠

߲ଶݓ
ଶݔ߲ 	

								−ܿ௠
ݓ߲
ݐ߲ + ,ݔ)݂ (ݐ + ଶݖ = ଴ܫ

߲ଶݓ
ଶݐ߲ 	

	ب)- 19(

݇௦ܾߟ ൬
ݓ߲
ݔ߲ − +൰߰ߟ ݀

߲ଶ߰
ଶݔ߲ +

ܾܿ
ߟ ቆ

߲ଷݓ
ଷݔ߲ + ߟ

߲ଶ߰
	ଶቇݔ߲

								= ଶܫ
߲ଶ߰
ଶݐ߲ 	

ج)- 19(

جملات غیرخطی بوده و عبارتند از:ଶݖوଵݖکه در آن 

ଵݖ =
ܽ
ߟ
ݓ߲
ݔ߲

߲ଶݓ
ଶݔ߲ 	 	الف)- 20(

ଶݖ =
ܽ
ߟ ቈ
ݑ߲
ݔ߲

߲ଶݓ
ଶݔ߲ +

߲ଶݑ
ଶݔ߲

ݓ߲
ݔ߲ +

3
ߟ2 ൬

ݓ߲
൰ݔ߲

ଶ ߲ଶݓ
ଶݔ߲ ቉	 	ب)- 20(

باشد؛ شرایط مرزي مدنظر گاه ساده در دو انتها میسیستم داراي تکیه
آید:) در هر سمت به دست می21مطابق روابط (

ݑ = ݓ =
݀ଶݑ
ଶݔ݀ +

1
ߟ
ݓ݀
ݔ݀

݀ଶݓ
ଶݔ݀ =

݀ଶ߰
ଶݔ݀ =

1
ଷߟ
݀ଶݓ
ଶݔ݀ −

݀߰
ݔ݀ 	

								= (݀ + ܾܿ)
݀߰
ݔ݀ −

ܾܿ
ߟ
݀ଶݓ
ଶݔ݀ = 0	 )21(	

	حل عددي-3
سازي ، به گسسته]24[با استفاده از روش تربیع دیفرانسیلی تعمیم یافته 

تیر پرداخته و معادلات معادلات با مشتقات جزیی حاصل در دامنه
زیر سازي دامنه از رابطه دیفرانسیلی معمولی بدست خواهد آمد. براي گسسته

شود:استفاده می

௜ݔ =
1
2 ൬1− cos

݅ − 1
݊ − ൰ߨ1 ; 		݅ = 1,2, … ,݊	

)22(
باشد. بدین تعداد نقاط در نظر گرفته شده در طول تیر می݊در این رابطه 

شامل مقادیر جابجایی طولی، عرضی که به ترتیب ψوu،wبردارهايصورت 
شوند:) تعریف می23و زاویه چرخشی نقاط مورد نظر هستند، براساس رابطه (

u = ଶݑ			ଵݑ] 	௡]୘ݑ			…		 الف)- 23(

w = ଶݓ			ଵݓ] 	௡]୘ݓ			…		 ب)- 23(

ψ = [߰ଵ			߰ଶ 		…			߰௡]୘	 ج)- 23(

بعد سازي شده معادلات بدون شکل گسستهGDQبنابراین با کمک روش 
آید:حرکت بدست می

ܽD(ଶ)u + zଵ = 	଴üܫ 	الف)- 24(

݇௦ܾ൫D(ଶ)w− −D(ଵ)ψ൯ߟ
ܾܿ
ଶߟ ൫D(ସ)w + 	D(ଷ)ψ൯ߟ

								−݇௕D(ଵ)ẇ− −ଶD(ଶ)wݒ ݇௠w	

								+݃௠D(ଶ)w− ܿ௠ẇ + f + zଶ = 	଴ẅܫ 	ب)- 24(

 [
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݇௦ܾߟ൫D(ଵ)w− +ψ൯ߟ ݀D(ଶ)ψ	

								+
ܾܿ
ߟ ൫D(ଷ)w + D(ଶ)ψ൯ߟ = 	ଶψ̈ܫ ج)- 24(

که در آن

zଵ =
ܽ
ߟ ൫D(ଵ)w൯ ∘ ൫D(ଶ)w൯	 	الف)- 25(

zଶ =
ܽ
ߟ ቀ൫D(ଵ)u൯ ∘ ൫D(ଶ)w൯+ ൫D(ଶ)u൯ ∘ ൫D(ଵ)w൯	

								+
3

ߟ2 ൫D(ଵ)w൯ ∘ ൫D(ଵ)w൯ ∘ ൫D(ଶ)w൯ቁ	 	ب)- 25(

باشد. برداري شامل مقادیر نیروي خارجی در طول تیر میfکه در این روابط 
در مطالعه حاضر، نیروي عرضی وارد بر سیستم به صورت هارمونیک 

,ݔ)݂ (ݐ = بعد شده آن شود که در نتیجه شکل بیلحاظ می(ݐω)	଴cosܨ
,ݔ)݂ (ݐ = ଴݂cos	(Ωݐ) و ߱است. در این روابطΩهاي تحریک فرکانس

Ωخارجی (  = ටఘ஺ܮ߱
஺̅

଴݂هاي نیروي خارجی (دامنه଴݂و ଴ܨ، ) = ிబ௅మ

஺̅௛
به )

ترتیب درحالات با بعد و بی بعد خواهند بود.
بوده و از روابط GDQام در ݎمرتبط با مشتق مرتبه D(௥)ضرایب وزنی 

آیند:) بدست می26(

௜௝ܦ
(ଵ) =

∏ ௜ݔ) − ௞)௡ݔ
௞ୀଵ,௞ஷ௜

൫ݔ௜ − ∏௝൯ݔ ൫ݔ௝ − ௞൯௡ݔ
௞ୀଵ,௞ஷ௝

	,	

								݅, ݆ = 1,2, … ,݊	, ݅ ≠ ݆	 الف)-26(

௜௝ܦ
(௥) = ௜௜ܦ൭ݎ

(௥ିଵ)ܦ௜௝
(ଵ) −

௜௝ܦ
(௥ିଵ)

൫ݔ௜ − ௝൯ݔ
൱	,	

								݅, ݆ = 1,2, … ,݊	, ݅ ≠ ݎ						݆ = 2,3, … ,݊ − 1	 ب)-26(

௜௝ܦ
(௥) = − ෍ ௜௝ܦ

(௥)
௡

௝ୀଵ,௝ஷ௜

								݅, ݆ = 1,2, … ,݊	, ݅ = ݎ						݆ = 1,2,3, … ,݊ − 1 ج)-26(

) شود، استفاده از روش تربیع ) مشاهده می24همانگونه که در روابط 
معادله غیرخطی کوپل دیفرانسیلی 3݊یافته به مجموعه دیفرانسیلی تعمیم

معمولی مرتبه دوم منجر شده است. در اینجا با در نظر گرفتن 
X = [	u୘		w୘		ψ୘	]୘و استفاده از تغییر متغیرهاي

ଶ௜ିଵݕ = ௜ܺ ଶ௜ݕ			, = ܺ̇௜; 						݅ = 1,2, … ,3݊ )27(
معادله دیفرانسیلی معمولی مرتبه اول تبدیل 2×)3݊معادلات موجود به (

شکل آن است که )27روابط (خواهند شد. دلیل اعمال تبدیلات موجود در 
حالت استاندارد براي حل این مرتبه اول معادلات دیفرانسیلی معمولی، 

توان با استفاده از بسته باشد. حال میارهاي موجود میزافمعادلات در اکثر نرم
هاي زار متلب به تحلیل سیستم پرداخته و پاسخفادر نرم]25[کانت مت

فرکانسی آن را بدست آورد.

	هانتایج به دست آمده و تحلیل آن-4
مدول خصوصیات نانولوله کربنی حاوي سیال مورد استفاده به این قرار است: 

کیلوگرم بر 2330چگالی ، 25/0نسبت پوآسون ، تراپاسکال1الاستیسیته
نانومتر. همچنین 7/0نانومتر و شعاع خارجی 35/0مترمکعب، شعاع داخلی 

کیلوگرم بر مترمکعب و ضریب تصحیح برشی 1000چگالی سیال داخلی 
پاسترناك در نظر گرفته شده داراي ثابت فنر - است. بستر ویسکو83/0

1 × 10
7

1نیوتن بر متر مربع، ضریب برشی  × 10
ି7

ب میرایی نیوتن و ضری

1 × 10
ି3

نیوتن ثانیه بر متر مربع است. علاوه بر آن نسبت طول نانولوله به 
متر بر ثانیه 500و سرعت سیال درون لوله 10شعاع خارجی سطح مقطع 

و دامنه نیروي هارمونیک اعمالی نیز (کمتر از سرعت بحرانی جریان سیال)
بعدمقیاس طول بییندر نظر گرفته شده است. همچننیوتن بر متر1/0برابر 

)݈ ℎ⁄( باشد. در این خصوص لازم به ذکر است که لام و همکاران می3عدد
6/17مقدار تجربی پارامتر مقیاس طول براي یک تیر در ابعاد مایکرو را ]16[

اند. با این حال تا به امروز هیچگونه مقدار تجربی براي مایکرومتر ارائه نموده
این پارامتر در ابعاد نانو در مراجع موجود معرفی نشده است. از این رو و با 

مقادیر لحاظ شده در و]16, 15[بعد معرفی شده در هاي بیتوجه به نسبت
در ادامه مقاله از شود. براي این مقیاس اعمال می3، در این مقاله مقدار ]23[

مقادیر ذکر شده براي به دست آوردن نتایج استفاده شده است مگر آنکه 
مقادیر دیگري عنوان شده باشد.

به منظور مقایسه نتایج بدست آمده در پژوهش حاضر با نتایج حاصل در ابتدا 
در آورده شده است.2و شکل 1وري کلاسیک تیر تیموشنکو، جدول از تئ

به ازاي مقادیر سیستمبدون بعداولین فرکانس طبیعی خطی1جدول 
݈بعد (مختلف مقیاس طول بی ℎ⁄ در تئوري تنش کوپل و همچنین مقدار (

نمودار پاسخ نیز 2شکل آن در تئوري کلاسیک نشان داده شده است. 
محور افقی نسبت فرکانس که در آن دهدرا نشان میسیستمفرکانسی 

محور و باشدمیآنسیستم به اولین فرکانس طبیعی خطیخارجی تحریک 
کند.را بیان میتیر هعمودي دامنه ارتعاشی در میان

شود که به ازاي تمامی مقادیر مقیاس طول، فرکانس ملاحظه می1در جدول 
بیشتري از تئوري کلاسیک دارد. طبیعی حاصل از تئوري حاضر مقدار

هاي طبیعی نانولوله را کمتر از آنچه که بنابراین تئوري کلاسیک فرکانس
شود که با کاهش مقدار مقیاس کند. همچنین دیده میبینی میهست پیش

باشد، نتایج تئوري موجود به طول که متناظر با افزایش ابعاد نانولوله می
برعکس آن با افزایش مقیاس طول شود وتئوري کلاسیک نزدیک می

گیرند.ها از تئوري کلاسیک فاصله میفرکانس
خارجی به مقادیر فرکانس تحریکهنگامیکه شود کهمشاهده می2در شکل 

تیر دامنه ارتعاشات میانه رسد،سیستم میفرکانس طبیعی اولیهنزدیک
مجددا کاهش مقدار این از عبور از و پسیابد اي میافزایش قابل ملاحظه

هاي یابد. با افزایش مقیاس طول بدون بعد، این افزایش دامنه در فرکانسمی
دهد. علاوه بر آن در این حالت بیشینه دامنه میانه تیر نیز کم بالاتري رخ می

شود.می

هاي طول متفاوت در سیستم به ازاي مقیاساولین فرکانس طبیعی خطی1جدول 
کلاسیکتئوري تنش کوپل و در تئوري

݈-تئوري تنش کوپل  ℎ⁄	 فرکانس طبیعی خطی اول

5 4969/1	

4	 3400/1

3	 1889/1	

2	 0572/1	

1	 9637/0	

1/0	 9293/0	

	تئوري کلاسیک 9163/0	
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هاي طول متفاوت در تئوري تنش به ازاي مقیاسپاسخ فرکانسی سیستم 2شکل 
کوپل و در تئوري کلاسیک

توان دید که تمامی نمودارهاي رسم شده از همچنین در این شکل می	
گیرند. این تئوري کلاسیک قرار میتر از نمودار مربوط به تئوري حاضر پایین

بدان معناست که در یک نسبت فرکانسی مشخص، تئوري کلاسیک دامنه 
کند. در دهد گزارش میارتعاشات نانولوله را بالاتر از آنچه که در واقیت رخ می

، کاهش مقیاس طول منجر به نزدیک شدن 1این شکل نیز مانند جدول 
توان عنوان کرد به عنوان یک نتیجه مهم میشود. بنابرایننتایج دو تئوري می

݈که چنانچه ابعاد نانولوله کوچک باشد (مقادیر بزرگ  ℎ⁄ استفاده از تئوري (
کلاسیک با خطاي قابل توجهی همراه است اما در حالتیکه ابعاد نانولوله بزرگ 

݈باشد (مقادیر کوچک  ℎ⁄ استفاده از تئوري کلاسیک مناسب بوده و نتایج (
آن قابل قبول خواهد بود.حاصل از 

در ادامه تاثیرات پارامترهاي گوناگون بر پاسخ فرکانسی نانولوله کربنی 	
میزان و نحوه اثر نیروي خارجی 3شکل مورد مطالعه، بررسی خواهد شد. در 

شود که افزایش اعمال شده بر سیستم نشان داده شده است. مشاهده می
کاهش یافته و در 1انس تشدیدشود که فرکنیروي عرضی منجر به آن می

تري افزایش دامنه را تجربه کند. هاي تحریک پاییننتیجه سیستم در فرکانس
رود این افزایش مقدار نیروي خارجی علاوه بر آن، مطابق آنچه که انتظار می

شود که دامنه ارتعاشات تیر به شکل چشمگیري زیاد شود. به عنوان باعث می
باشد می093/0نیوتن بر متر بیشینه ارتعاشات 10/0مثال در دامنه نیروي 

است.046/0نیوتن بر متر، این مقدار 05/0در حالیکه در دامنه نیروي 
هاي فرکانسی نانولوله در مقادیر متفاوت نسبت طول به پاسخ4در شکل 	

شود که در تیرهاي با اند. دیده میشعاع سطح مقطع با یکدیگر مقایسه شده
که اصطلاحا تیر مورد نظر لاغر - ول به ابعاد سطح مقطع نسبت بالاي ط

دامنه ارتعاشی سیستم به مراتب بالاتر از حالتی است که تیر-شودنامیده می
	باشد. - به اصطلاح تیر چاق–داراي نسبت کوچک طول به ابعاد سطح مقطع 

همچنین با افزایش این نسبت، فرکانس مربوط به رشد دامنه ارتعاشات 	
یابد.هش مینیز کا
به بررسی میزان تاثیر سرعت سیال داخلی بر پاسخ فرکانسی 5شکل 	

شود تغییراتمساله اختصاص داده شده است. همانگونه که ملاحظه می

																																																																																																																																											
1-	Resonance	

به ازاي مقادیر مختلف دامنه نیروي خارجیپاسخ فرکانسی سیستم 3شکل 
کند. لازم سرعت جریان سیال تفاوت محسوسی در رفتار ارتعاشی ایجاد نمی

جریان به ذکر است که مقادیر در نظر گرفته شده کمتر از سرعت بحرانی 
باشند.داخلی سیال می

هاي بررسی شده تا به اینجا نتیجه موضوع دیگري که با توجه به شکل	
باشد. این شود آن است که رفتار غیرخطی سیستم مورد مطالعه ضعیف میمی

دهنده رفتار غیرخطی سیستم ها که نشانمساله با توجه به تحدب کم منحنی
شود که تغییرات اهده میشود. همچنین مشاست، تشخیص داده می

پارامترهاي آزمایش شده نیز تاثیري بر افزایش غیرخطی بودن ارتعاشات 
گذارد.نانولوله حاوي سیال نمی

نانولولهدر این قسمت تاثیرات بستر الاستیک در نظر گرفته شده براي 	
بررسی خواهد شد. همانگونه که پیشتر ذکر شد عملکرد این بستر با استفاده 

شود. بدین مولفه ثابت فنر، ضریب برشی و ضریب میرایی تعریف میاز سه 
تاثیرات هریک از این پارامترها به صورت جداگانه 8تا 6هاي ترتیب در شکل

بررسی خواهد شد.

	به ازاي مقادیر مختلف نسبت طول تیر به شعاعپاسخ فرکانسی سیستم 4شکل 

سطح مقطع آن

0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12
ܮ ܴ⁄ = 12

ܮ ܴ⁄ = 10

ܮ ܴ⁄ = 8

	نسبت فرکانسی بدون بعد

نه
دام

نه
دام

نه
شی

ربی
تی

انه
می

عد
نب

دو
تب

شا
تعا

ار

0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

଴ܨ = 0.10	N/m

଴ܨ = 0.07	N/m

଴ܨ = 0.05	N/m

	نسبت فرکانسی بدون بعد

یر
هت

یان
دم

بع
ون

بد
ت

شا
تعا

ار
نه

دام
	

0.8 1 1.2 1.4 1.6
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

݈ ℎ⁄ = 1

݈ ℎ⁄ = 2

݈ ℎ⁄ = 3

تئوري کلاسیک

تئوري تنش کوپل

تئوري تنش کوپل

تئوري تنش کوپل

	نسبت فرکانسی بدون بعد

ون
بد

ت
شا

تعا
ار

نه
دام

یر
هت

یان
دم

بع
ون

بد
ت

شا
تعا

ار
یر

هت
یان

دم
بع

	

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
94

.1
5.

3.
34

.4
 ]

 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

e.
m

od
ar

es
.a

c.
ir

 o
n 

20
25

-0
4-

24
 ]

 

                               6 / 8

https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1394.15.3.34.4
https://mme.modares.ac.ir/article-15-7023-fa.html


و  همکارانرضا انصاري خلخالیاصلاح شدهکوپلنانولوله کربنی حاوي سیال بر بستر الاستیک بر اساس تئوري تنشارتعاشات اجباري تحلیل 

	

333شماره ،15، دوره 1394خرداد مهندسی مکانیک مدرس، 
	

به ازاي مقادیر مختلف سرعت جریان سیالپاسخ فرکانسی سیستم 5شکل 

-شود که میزان تاثیر ثابت فنر بستر ویسکومشاهده می6در شکل 	
باشد. هرچند پاسترناك بر پاسخ فرکانسی نانولوله کربنی چندان چشمگیر نمی

که در یک نسبت فرکانسی مشخص، افزایش مقدار آن تا حدودي منجر به 
شود. همچنین این افزایش به مقدار کمی کاهش دامنه ارتعاشات سیستم می

افزایش فرکانس تشدید را در پی خواهد داشت.
به ضریب برشی بستر الاستیکدهد که افزایش مقدار نشان می7شکل 	

اي که با دهد. به گونهدامنه ارتعاشات نانولوله را کاهش میشکل قابل توجهی 

1افزایش آن از مقدار  × 10
ି7

2نیوتن به  × 10
−7

نیوتن، بیشینه دامنه 
کند. کاهش پیدا می077/0به 093/0ارتعاشی بدون بعد میانه تیر از 

شود که با افزایش این ضریب، فرکانس تشدید نیز بالا همجنین نتیجه می
	رود.می
شود که افزایش هر چه بیشتر ضریب میرایی مشاهده می8در شکل 	

رود شود و همانگونه که انتظار میسیستم متجر به دمپ کردن ارتعاشات می
دهد. به عنوان نمونه چنانچهدامنه حرکت سیستم را به شدت کاهش می

به ازاي مقادیر مختلف ثابت فنر بستر الاستیکپاسخ فرکانسی سیستم 6شکل 

به ازاي مقادیر مختلف ضریب برشی بستر الاستیکپاسخ فرکانسی سیستم 7شکل 

1ضریب میرایی از 	 × 10
−3

3به  × 10
−3

نیوتن ثانیه بر متر مربع 
برسد، بیشینه دامنه ارتعاشی حدودا یک سوم برابر خواهد شد. نکته قابل 
توجه دیگر آن است که برخلاف سایر پارامترهاي بررسی شده، تغییرات 

- ضریب میرایی هیج تاثیري در فرکانس تشدید سیستم از خود بر جاي نمی
گذارد.
هاي وجه به نتایج بررسی شده در شکلدر اینجا لازم به ذکر است که با ت	

شود که پارامترهاي مختلف بستر الاستیک نیز بر رفتار ، مشاهده می8تا 6
	غیرخطی سیستم تاثیري ندارند.

	گیرينتیجه-5
ارتعاشات تحت تحریک خارجی یک نانولوله کربنی حاوي مطالعه حاضردر

راي این منظور از بسیال که در بستر الاستیک قرار گرفته، بررسی شده است.
استفاده شده و نانولوله مورد نظر به عنوان تیر اصلاح شده تئوري تنش کوپل 

	خطی حاکم بر حرکت سیستم بهغیرمعادلاتتیموشنکو مدل شده است.

	
پاسخ فرکانسی سیستم به ازاي مقادیر مختلف ضریب میرایی بسترالاستیک8شکل 
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تربیع روشبامعادلات مذکور. استخراج شده استهمیلتونکمک اصل
معادلات دیفرانسیلی سپساند.شدهسازيگسستهیافتهدیفرانسیلی تعمیم

به هاي فرکانسی سیستمپاسخکانت برده شده ومعمولی حاصل به بسته مت
دست آمده است.

در ادامه نتایج حاصل از پژوهش حاضر با تئوري کلاسیک مقایسه 
بعد، نتایج گردیده و مشخص شد که به ازاي مقادیر کوچک مقیاس طول بی

اما در مقادیر بزرگ این مقیاس شوند.موجود به تئوري کلاسیک نزدیک می
باشد، نتایج متفاوت بوده و در هاي کوچک نانولوله میکه متناظر با اندازه

نتیجه تئوري کلاسیک براي این حالت مناسب نخواهد بود.
نیرويهاي فرکانسی سیستم از قبیلسایر عوامل تاثیرگذار بر پاسخ

ال و پارمترهاي بستر جریان سیسرعتاعمالی، ابعاد نانولوله،خارجی
مشاهده شده است که افزایش . استگرفتهقراربررسیموردنیزالاستیک

نیروي خارجی و نسبت طول به ابعاد نانولوله، منجر به افزایش دامنه ارتعاشات 
شوند. این در حالی است که افزایش ضریب برشی و ضریب میرایی، دامنه می

دهند.ارتعاشی حرکت را کاهش می
نین مشخص گردید که اگرچه روابط به دست آمده حاکم بر همچ

باشد، اما ارتعاشات اجباري نانولوله کربنی حاوي سیال به صورت غیرخطی می
دهند که ماهیت رفتار غیرخطی سیستم ضعیف است نتایج حاصل نشان می

شود. همچنین ها تشخیص داده میکه این امر با توجه به تحدب کم منحنی
است که تغییرات پارامترهاي مختلف اثرگذار بر ارتعاشات مشاهده شده 

.گذاردسیستم، بر میزان غیرخطی بودن رفتار آن تاثیري برجاي نمی
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