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ای کامپوزیتی کامل و دارای گشودگی مستطیلی بر پایه تئوری برشی مرتبه اول بررسی شده های استوانهدر مقاله حاضر کمانش محوری پوسته 
های دانل، لاو و یا ساندرز هستند. برای مطالعه پوسته است. معادلات در حالت کلی به صورتی نوشته شده که قابل تبدیل به هر یک از تئوری

های هر المان یکنواخت باشد. معادلات حاکم بندی شده که شرایط مرزی و بارگذاری در لبهای المانگشودگی فضای حل مسأله به گونه دارای
یافته در راستای طولی و محیطی گسسته شده و با مونتاژ این معادلات یک دستگاه معادلات برای هر المان به کمک روش مربعات تفاضلی تعمیم

ها نیز به های گشودگی و شرایط سازگاری در مرز مشترک المانهای پوسته و لبهسازی شرایط مرزی در لبهشده است. گسسته جبری تشکیل
گذاری روش ارائه کمک همین روش انجام شده است. در نهایت با استفاده از حل مقدار ویژه بار بحرانی پوسته محاسبه شده است. برای صحه

افزار المان محدود آباکوس مقایسه شده است. پس از اطمینان از کارایی روش با نتایج موجود در مقالات و نیز نتایج نرمشده، نتایج حاصل از آن 
دهد ها نشان میهای کامل و دارای گشودگی استفاده شده است. این بررسیحاضر، از آن برای بررسی اثر پارامترهای مختلف در کمانش پوسته

که تأثیر افزایش اندازه گشودگی برای های کامل و دارای گشودگی دارد. ضمن اینثیر بسزای بر بار کمانش پوستهچینی پوسته تأکه لایه
بر ها در برابر تغییر اندازه گشودگی مستقل از جنس است. علاوهچینی یکسان، رفتار پوستهبرای یک لایههای مختلف یکسان نیست، اما چینیلایه

 مساحت دارد.با گشودگی مستطیلی هم پوسته دارای گشودگی مربعی بار بحرانی بیشتری نسبت به پوستهاین نتایج نشان داد که 
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 In this paper, axial buckling of a composite cylindrical shell with and without a rectangular cutout is 

studied based on the first-order shear deformation theory. The equations are derived in a general form 

and can be converted to Donnell`s, Love`s, and Sanders` theories. To investigate the perforated shell, a 

physical domain is decomposed into several elements with uniform boundary and loading conditions in 

each element edges. In each element, the governing equations are discretized in both longitudinal and 

circumferential directions by the use of generalized differential quadrature method (GDQM). By 

assembling these discretized relations, a system of algebraic equations is generated. The boundary 

conditions at the shell and cutout edges, and the compatibility conditions at the interface boundaries of 

adjacent elements are also discretized by GDQM. Finally, the buckling load is calculated by an 

eigenvalue solution. To validate the presented method, the results of GDQM are compared with the 

available ones in the literature and also with ABAQUS finite element model. Then a parametric analysis 

is performed to investigate the effects of different parameters on the buckling behavior of the shells with 

and without cutouts. This study illustrates that the shell layup has a great effect on the buckling load of a 

shell. In addition, the influence of increasing the cutout size is not identical for different layups. 

However, the buckling behavior is independent of the shell material. Moreover, it was concluded that 

the shell with a square cutout has higher critical load than the one with a rectangular opening. 
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 مقدمه -1
 برابر در مقاومت و بالا وزن به مقاومت نسبت دلیل به کامپوزیتی هایسازه

 جمله از مختلف صنایع در فرد، به منحصر خواص سایر و خوردگی و رطوبت

انواع  از ای یکیاستوانه هایپوسته. دارند کاربرد فضایی و هوایی صنایع

ها بنا بر کاربردشان ممکن است تحت . این پوستههاستاین سازه پرکاربرد
های محوری، خمشی، پیچشی و فشار داخلی و خارجی قرار بارگذاریانواع 

ها کمانش تحت بار ترین مودهای واماندگی این سازهگیرند. یکی از شایع

 ایویژه اهمیت از هاآن کمانشی رفتار مطالعه سبب همین به محوری است.
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 .است برخوردار
 ایجاد ها،پوسته وزن کاهش برای موارد از بسیاری در دیگر طرف از

 سازه، به دیگر هایبخش اتصال منظور به یا و داخلی هایقسمت به دسترسی

 بر هاگشودگی این وجود. است ناپذیراجتناب هاسازه این در گشودگی ایجاد

 هاآن وجود به باید طراحی در و است تأثیرگذار هاپوسته کمانشی مقاومت
، مستطیل دایره هاینیاز به شکلبرحسب  است ممکن هاگشودگی. کرد توجه

 و... باشند.

ای کامل )بدون گشودگی( که تحقیقات های استوانهبرخلاف پوسته

ها های مختلفی برای آنالیز آنبسیاری در مورد آنها انجام شده است و تئوری
هایی که دارند کمتر های دارای گشودگی به دلیل پیچیدگیوجود دارد پوسته

اند و بیشتر حتی نیمه تحلیلی مورد بررسی قرار گرفته به صورت تحلیلی و

های های عددی و یا تستتحقیقات صورت گرفته با استفاده از روش

 آزمایشگاهی انجام شده است.
حجم محاسبات و هزینه محاسباتی ناشی از آن یکی از مسائل دارای 

های یکی از روش 1های عددی است. روش مربعات تفاضلیاهمیت در روش

عددی برای حل معادلات دیفرانسیل است که مبانی نظری آن نخستین بار 

. برت و همکاران [2,1]مطرح شد  1970توسط بلمن و همکاران در اوایل دهه 
ای بهره برای اولین بار از این روش برای حل مسائل سازه 1988های در سال

های ترین برتری روش مربعات تفاضلی نسبت به سایر روش. مهم[3]بردند 

عددی نظیر المان محدود، تقاضلات محدود و... حجم پایین محاسبات آن 

های قابل یابی به دقتهای عددی برای دستاست. در حالی که در اکثر روش
توان به کمک روش ای متراکم در میدان حل است؛ میقبول، نیاز به شبکه

مربعات تفاضلی با استفاده از تعداد بسیار کمتری گره به همان دقت از پاسخ 

 دست یافت.

روش مربعات تفاضلی این است که برخلاف یکی از مشکلات اساسی 
ای )اعم از منظم یا تواند برای هر نوع هندسهروش المان محدود که می

های منظم قابل برای هندسه نامنظم( به کار گرفته شود، این روش صرفاً

استفاده است. به عبارت دیگر استفاده مستقیم از این روش برای آن برای 

پذیر مسائلی که در آن هندسه و یا بارگذاری دارای ناپیوستگی باشد امکان
حوزه  2های نظیر نگاشتنیست. مطالعات نشان داد که استفاده از روش

4مسأله به حوزه محاسباتی 3فیزیکی
کارایی و سادگی این روش را از بین  

ها استریز و همکاران در سال برد و کارآمد نیست. برای رفع این محدودیتمی

ورژن جدیدی از روش  5با تلفیق روش مربعات تفاضلی و تجزیه حوزه 1994
. ایشان این [4]را ارائه کردند  6«روش مربعات المانی»مربعات تفاضلی با نام 

های مختلف از جمله بارگذاری تیرهایی با بارگذاری روش را برای تحلیل

وانگ و  1997ناپیوسته به کار بردند و به نتایج دقیقی دست یافتند. در سال 

 7«روش مربعات تفاضلی المانی»گو این روش را بهبود داده و روشی با نام 

های مختلف تیرها از جمله . این روش با موفقیت برای تحلیل[5]ارائه کردند 

حلیل تنش، ارتعاشات و کمانش به کارگرفته شد. این روش توانست نتایج ت

 دقیقی برای مسائل دارای بارگذاری و ضخامت ناپیوسته در تیرها فراهم آورد.

این روش را برای مسائل دوبعدی بسط دادند و از آن  1998لیو و لیو در سال 
برای تحلیل تنش ورق ایزوتروپ استفاده نمودند. ایشان در این تحلیل 

                                                                                                                                           
1 Differential Quadrature (DQ) 
2 mapping 
3 physical domain 
4 computational domain 
5 domain decomposition 
6 Quadrature Element Method (QEM) 
7 Differential Quadrature Element Method (DQEM) 

ناپیوستگی هندسه، بارگذاری و شرایط مرزی را بررسی نمودند. بدین منظور 
های مختلف مستطیلی تقسیم شد که بارگذاری، ای به المانورق به گونه

هر المان ثابت باشد، سپس معادلات تعادل در هر المان شرایط مرزی در 

ها با یکدیگر کوپل جداگانه نوشته شده و با اعمال شرایط پیوستگی بین المان

تواند به خوبی انواع شوند. بررسی ایشان نشان داد که این روش میمی
لیو  1999. در سال [6]ها از جمله گشودگی مربعی را تحلیل کند ناپیوستگی

توان از له مشابهی را برای ورق کامپوزیتی بررسی کرد و نشان داد که میمسأ

های هندسی، مادی، بارگذاری و شرایط این روش برای ورق با انواع ناپیوستگی

مسأله ارتعاشات آزاد  2001و  1999. لیو و لیو در سال [7]مرزی استفاده کرد 
مودند. در این و کمانش تحت بار تک محوری ورق ایزوتروپ را بررسی ن

پژوهش ورق با ضخامت متغیر، شرایط مرزی ترکیبی و نیز ورق دارای ترک 

. در همه این مطالعات از تئوری برشی مرتبه اول برای  [8-10]مطالعه شد

تحلیل ورق استفاده شده است. استفاده از تئوری برشی مرتبه اول این مزیت 
توان شرایط و به راحتی می را دارد که در هر گره سه درجه آزادی وجود دارد

 مرزی را اعمال کرد.

های مختلف )استاتیکی، ارتعاشات، از روش مربعات تفاضلی برای تحلیل

ایزوتروپ و کامپوزیتی کامل )بدون  ایاستوانههای کمانش و...( پوسته
های انجام شده در گشودگی( استفاده شده است. در ادامه به برخی از پژوهش

ها اشاره شده است. در تمامی این مطالعات با ها و پنلتهزمینه کمانش پوس

سازی معادلات صرفاً در راستای طولی توجه تقارن محوری پوسته گسسته

 انجام شده است.
ای میرفخرایی و ردکوپ کمانش خطی پوسته استوانه 1998در سال 

ین ایزوتروپ را با استفاده از روش مربعات تفاضلی بررسی کردند. ایشان در ا

ساده،  -های سادهگاههای نازک فلوگه انواع تکیهپژوهش بر پایه تئوری پوسته

 .[11]اند آزاد را مورد مطالعه قرار داده -گیردار و گیردار -گیردار
ای ایزوتروپ تحت کمانش پنل استوانه 2000در سال ردکوپ و ماخول 

بارگذاری شعاعی را به کمک همین روش تحلیل نمودند. در این بررسی 

آمده با نتایج دستشرایط مرزی مختلف برای پنل بررسی شد. مقایسه نتایج به

حاصل از حل تحلیلی و المان محدود کارایی روش مربعات تفاضلی را نشان 
 .[12]داد 

ای تقویت کمانش محوری پنل استوانه 2008در سال  جیانگ و همکاران

شده را با استفاده از روش مربعات تفاضلی المانی بررسی کردند. معادلات 

ها و نیز شرایط سازگاری کنندهحاکمه براساس معادلات تعادل پنل و تقویت
کننده تشکیل شده است. در نهایت اثر در محل اتصال پنل و تقویت

 .[13]بر بار کمانش مورد مطالعه قرار گرفته است  پارامترهای مختلف

ورژنی از روش مربعات تفاضلی که بر  2012بارانی و همکاران در سال 

کامپوزیتی  ایاستوانههای بود را برای تحلیل کمانش پوسته 8پایه بسط فوریه
های محیطی به کار گرفتند. برای در نظر گرفتن شده با رینگای تقویتلایه

استفاده شده است. آنالیز خطی و  9سازیها از روش معادلکنندهقویتاثرات ت

افزار فورترن انجام شده و نتایج حاصل با غیرخطی به وسیله کدنویسی در نرم

محدود آباکوس مقایسه شده است. اثر ابعاد پوسته و افزار المان نتایج نرم
 .[14]چینی مطالعه شده است کننده، خواص مواد و لایهتقویت

گیری از روش مربعات با بهره 2014اکبری الشتی و احدی در سال 

ضخیم ساخته شده از مواد مدرج تابعی با  ایاستوانهتفاضلی کمانش پوسته 

ضخامت متغیر و تحت بار ترکیبی فشار داخلی و بار محوری را بررسی نمودند. 

                                                                                                                                           
8 Fourier-expansion based Differential Quadrature Method  
9 smear method 
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تقارن  در این پژوهش تغییرات ضخامت پوسته به نحوی در نظر گرفته شد که

محوری پوسته حفظ شود. تغییرات خواص مواد در راستای ضخامت پوسته 
تابعی از کسر حجمی مواد و طبق قانون توانی در نظر گرفته شده، در حالی 

ها به صورت ساده انتخاب گاهکه ضریب پواسون ثابت فرض شده است. تکیه

بت ابعادی، نحوه اند. در نهایت اثر پارامترهایی نظیر کسر حجمی اجزا، نسشده

 .[15]تغییرات ضخامت و بارگذاری بر بار کمانش بررسی شده است 
با تلفیق روش کیدانه و روش مربعات  1395فدایی و کلانتری در سال 

ای مشبک ارائه دادند. های استوانهتفاضلی مدلی برای تحلیل کمانش پوسته

شده و  ع تقویتالاضلادر این مطالعه استوانه با شبکه منظم مثلث متساوی

رو ایشان توانستند معادلات را بدین ترتیب تقارن محوری آن حفظ شد. از این
 .[16]به معادلات یک بعدی تقلیل دهند 

ای احمدی و پورشهسواری کمانش حرارتی پنل استوانه 2016در سال 

اند. در این بررسی مدرج تابعی را به کمک روش مربعات تفاضلی تحلیل نموده

شرایط حرارتی مختلفی مطالعه شد. خواص مکانیکی مواد در راستای ضخامت 
آمده در مقایسه دستپنل متغیر و به صورت توانی در نظر گرفته شد. نتایج به

نتایح حاصل از حل المان محدود اعتبارسنجی شده و اثر پارامترهای با 

 .[17]مختلف بر رفتار کمانشی پنل بررسی شده است 

ای فلز کامپوزیت تحت مخزن استوانه 1396معصومی و همکاران در سال 
اند. در این پژوهش معادلات براساس بار دینامیکی را مورد بررسی قرار داده

رشی مرتبه اول استخراج شده و به کمک روش مربعات تئوری تغییر شکل ب

تفاضلی حل شده است. دو نوع شرط مرزی آزاد و گیردار برای مخزن بررسی 

گذاری نتایج حل ها با یکدیگر مقایسه شده است. برای صحهو نتایج آن
افزار المان محدود سازی و تحلیل عددی مدل مورد نظر در نرمتئوری، مدل

آمده دستافزار با نتایج بهآمده از این نرمدستفته و نتایج بهآباکوس صورت گر

 .[18]از روش مربعات تفاضلی مورد مقایسه قرار گرفته است 

های روش مربعات چه بیان شد پژوهشگران مختلفی از انواع ورژنچنان
اند، اما استفاده کرده ایاستوانههای تفاضلی برای حل مسائل گوناگون پوسته

ها از تقارن محوری پوسته استفاده کرده و مسأله را به یک مسأله نهمگی آ

اند. از طرف دیگر وجود بعدی در راستای طول پوسته تقلیل داده یک
ناپیوستگی هندسی )ترک، گشودگی، تغییر ضخامت و...( در پوسته و یا وجود 

رد شرایط مرزی مرکب در انتهای پوسته این تقارن محوری را از بین خواهد ب

رو تاکنون از روش مربعات تفاضلی ها بهره برد. از اینتوان از این روشو نمی

دارای گشودگی استفاده نشده  ایاستوانههای برای تحلیل کمانش پوسته
است. در این پژوهش پوسته در حالت کلی )بدون توجه به تقارن محوری آن( 

حل را به مراتب مورد بررسی قرار گرفته است. این امر معادلات و روند 

دارای انواع  ایاستوانه سازد، اما امکان بررسی پوستهتر میپیچیده

 آورد.ها از جمله گشودگی مستطیلی را فراهم میناپیوستگی

 معادلات حاکم -2

ای کامپوزیتی کامل یا پوسته دارای گشودگی ابتدا برای تحلیل پوسته استوانه

 در موجود... و مرزی شرایط بارگذاری، هندسی، هایناپیوستگی به باید بسته
 انجام ایگونه به بندیتقسیم این. تقسیم نمود المان 𝑁𝐸 به را پوسته مسأله

 المان لبه هر در نیز و ثابت المان هر در ضخامت مواد و خواص که شودمی

 کمانش تحلیل برای حاکم معادلات .باشد پیوسته مرزی شرایط و بارگذاری

 شودبیان می (1اول مطابق رابطه ) مرتبه برشی تئوری پایه در هر المان بر
 استفاده ای قابلاستوانه پوسته برای هم و پنل برای . این معادلات هم[19]

 استفاده اصلی دلیل. هاستآن مرزی شرایط در هاآن میان تفاوت تنها و است

. [6-10]است  پوسته هایلبه در مرزی شرایط اعمال سهولت تئوری این از

 ای به نسبتهای استوانهپوسته توانمی تئوری این از استفاده با کهاین ضمن
 .نمود بررسی نیز را ضخیم

(1-a) 
𝜕𝑁𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑁𝑥𝑦
𝜕𝑦

−
𝐶2
2𝑅

𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑦
= 0 

(1-b) 
𝜕𝑁𝑥𝑦
𝜕𝑥

+
𝜕𝑁𝑦
𝜕𝑦

+
𝐶2
2𝑅

𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑥
+ 𝐶1

𝑄𝑦
𝑅
= 0 

(1-c) 
𝜕𝑄𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑄𝑦
𝜕𝑦

−
𝑁𝑦
𝑅
+ 𝑃̂

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
= 0 

(1-d) 
𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑦
− 𝑄𝑥 = 0 

(1-e) 
𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑦
− 𝑄𝑦 = 0 

 در محیطی راستای در 𝑦 محور و پوسته طولی جهت در 𝑥 ( محور1) در روابط
بیانگر  𝑁𝑥𝑦و  𝑁𝑥 ،𝑁𝑦است، همچنین در این رابطه  شده گرفته نظر

های منتجه 𝑄𝑦و  𝑄𝑥های گشتاور،منتجه 𝑀𝑥𝑦و  𝑀𝑥 ،𝑀𝑦های نیرو، منتجه

ای را نشان شعاع پوسته استوانه 𝑅بر این نیروی برشی عرضی هستند. علاوه

بار محوری بر واحد طول است که بر لبه پوسته  𝑃̂که ضمن ایندهد. می
ثوابتی هستند که نوع تئوری به کار گرفته  𝐶2و  𝐶1همچنین  شود،اعمال می

𝐶1دهد. یشده را نشان م = 𝐶2 = دهنده تئوری ساندرز است. به ازای نشان 1

𝐶1 = 𝐶2و  1 = روابط فوق به تئوری لاو تبدیل خواهد شد و در نهایت قرار  0

𝐶1دادن  = 𝐶2 =  بیانگر تئوری دانل خواهد بود. 0
های تنش، گشتاور و تنش برشی عرضی طبق رابطه از طرف دیگر منتجه

 ه میانی پوسته مرتبط هستند.ها و انحناهایی لای( به کرنش2)

(2-a) [
 
 
 
 
 
 
𝑁𝑥
𝑁𝑦
𝑁𝑥𝑦
𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦]
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
𝐴11 𝐴12 𝐴16
𝐴12 𝐴22 𝐴26
𝐴16 𝐴26 𝐴66

    

𝐵11 𝐵12 𝐵16
𝐵12 𝐵22 𝐵26
𝐵16 𝐵26 𝐵66

𝐵11 𝐵12 𝐵16
𝐵12 𝐵22 𝐵26
𝐵16 𝐵26 𝐵66

    

𝐷11 𝐷12 𝐷16
𝐷12 𝐷22 𝐷26
𝐷16 𝐷26 𝐷66]

 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
𝜀𝑥
0

𝜀𝑦
0

𝛾𝑥𝑦
0

𝜅𝑥
𝜅𝑦
𝜅𝑥𝑦]

 
 
 
 
 
 

 

(2-b) [
𝑄𝑦
𝑄𝑥
] = [

𝐾𝑠𝐴44 𝐾𝑠𝐴45
𝐾𝑠𝐴44 𝐾𝑠𝐴45

] [
𝛾𝑦𝑧
0

𝛾𝑥𝑧
0
] 

ضریب تصحیح تنش برشی است. رایزنر ضریب تصحیح تنش  𝐾𝑠در این رابطه 

𝜋2. میدلین مقدار [20]در نظر گرفت  5/6برشی را برابر  را برای این  ⁄12

های بسیار ویتریک براساس بررسی 1987در سال . [21]پارامتر پیشنهاد داد 

5قیق بر حل معادلات الاستیسیته اظهار داشت که مقدار د (6 − 𝜈)⁄  مقدار
بررسی  1998. مالیک و برت در سال [22]تری برای این پارامتر است مناسب

جامعی بر اثرات ضریب تصحیح تنش برشی بر نتایج ارتعاشات آزاد ورق 

ضخیم انجام دادند و به این نتیجه رسیدند که ضریب تصحیح پیشنهاد شده 

مطالعه حاضر مقدار . در [23]وسط ویتریک از دقت بالاتری برخوردار است ت
5 (6 − 𝜈)⁄ در نظر گرفته شده است، برای ضریب تصحیح تنش برشی 

برحسب ضرایب ماتریس سفتی هستند که  𝐷𝑖𝑗و  𝐴𝑖𝑗 ،𝐵𝑖𝑗همچنین ضرایب 

محاسبه  (3)چینی و خواص مکانیکی هر لایه طبق رابطه ابعاد پوسته، لایه

 .شودمی

(3-a) 
𝐴𝑖𝑗 =∑ 𝑄̅𝑖𝑗

(𝑘)
(𝑧(𝑘+1) − 𝑧(𝑘))

𝑛

𝑘=1

  , 𝑖, 𝑗 = 1,2,3 

(3-b) 
𝐵𝑖𝑗 =

1

2
∑𝑄̅𝑖𝑗

(𝑘)
(𝑧(𝑘+1)

2 − 𝑧(𝑘)
2)

𝑛

𝑘=1

  , 𝑖, 𝑗 = 1,2,3 

(3-c) 𝐷𝑖𝑗 =
1

3
∑𝑄̅𝑖𝑗

(𝑘)
(𝑧(𝑘+1)

3 − 𝑧(𝑘)
3)

𝑛

𝑘=1

  , 𝑖, 𝑗 = 1,2,3 

(3-d) 𝐴𝑖𝑗 =∑ 𝑄̅𝑖𝑗
(𝑘)
(𝑧(𝑘+1) − 𝑧(𝑘))

𝑛

𝑘=1

  , 𝑖, 𝑗 = 4,5 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
96

.1
7.

11
.3

3.
3 

] 
 [
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𝑄̅𝑖𝑗که در این روابط 
(𝑘)  سفتی دوران یافته لایهk- ام است که براساس خواص

 .[24]شود مکانیکی این لایه و جهت قرارگیری آن تعریف می

,𝜅𝑥𝑦( 2بر این در رابطه )علاوه 𝜅𝑦 , 𝜅𝑥 , 𝛾𝑥𝑧
0 , 𝛾𝑦𝑧

0 , 𝛾𝑥𝑦
0 , 𝜀𝑦

0, 𝜀𝑥
و ها کرنش 0

ها و جایی( به جابه4هستند که طبق رابطه )های لایه میانی تغییر انحنا

 .[19]های لایه میانی مرتبط هستند دوران

(4-a) 𝜀𝑥
0 =

𝜕𝑢

𝜕𝑥
 ;   𝜀𝑦

0 =
𝜕𝑣

𝜕𝑦
+
𝑤

𝑅
      

(4-b) 

𝛾𝑥𝑧
0 =

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝜑𝑥   ;     𝛾𝑦𝑧

0 =
𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝜑𝑦 − 𝐶1

𝑣

𝑅
   ;  

𝛾𝑦𝑧
0 =

𝜕𝑤

𝜕𝑦
+ 𝜑𝑦 − 𝐶1

𝑣

𝑅
 

(4-c) 

𝜅𝑥 =
𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑥
  ;    𝜅𝑦 =

𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑦
    ;      

𝜅𝑥𝑦 =
𝜕𝜑𝑥

𝜕𝑦
+
𝜕𝜑𝑦

𝜕𝑥
+
𝐶2

2𝑅
(
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−
𝜕𝑢

𝜕𝑦
) 

,𝑣در آن  𝑢  و𝑤  جایی در راستای محوری، محیطی و شعاعیجابهبه ترتیب 

لازم  .هستند 𝑥و  𝑦ها حول محورهای چرخش 𝜑𝑦و  𝜑𝑥و استوانه  لایه میانی

ها ثوابتی هستند که با تغییر آن 𝐶2و  𝐶1به ذکر است که در این روابط نیز 

 های ساندرز، لاو و یا دانل تبدیل خواهد شد.روابط بالا به یکی از تئوری
(، معادلات حاکمه برحسب میدان 1( در روابط )4,2گذاری روابط )با جای

 .شودتعیین می (5مطابق روابط ) هاجایی و چرخشجابه

(5-a) 

{
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐴11) +

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(2𝐴16 − 𝐵16

𝐶2

𝑅
) 

     +
𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐴66 − 𝐵66

𝐶2

𝑅
+ 𝐷66 (

𝐶2

2𝑅
)
2

)} 𝑢 + 

     {
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐴16 + 𝐵16

𝐶2

2𝑅
) 

     +
𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝐴12 + 𝐴66 − 𝐷66 (

𝐶2

2𝑅
)
2

) 

     +
𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐴26 − 𝐵26

𝐶2

2𝑅
)} 𝑣 + 

     {
𝜕

𝜕𝑥
(
𝐴12

𝑅
) +

𝜕

𝜕𝑦
(
𝐴26

𝑅
− 𝐵26

𝐶2

2𝑅2
)}𝑤 + 

     {
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐵11) +

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(2𝐵16 − 𝐷16

𝐶2

2𝑅
) 

     +
𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐵66 − 𝐷66

𝐶2

2𝑅
)}𝜑𝑥 + 

     {
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐵16) +

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝐵12 + 𝐵66 − 𝐷66

𝐶2

2𝑅
) 

     +
𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐵26 − 𝐷26

𝐶2

2𝑅
)}𝜑𝑦 = 0 

 {
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐴16 + 𝐵16

𝐶2

2𝑅
) 

      +
𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝐴66 + 𝐴12 − 𝐷66 (

𝐶2

2𝑅
)
2

) 

     +
𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐴26 − 𝐵26

𝐶2

2𝑅
)} 𝑢 + 

     {
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐴66 − 𝐵26

𝐶2

2𝑅
) +

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(2𝐴26 + 𝐵66

𝐶2

𝑅
) 

     +
𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐴22) − 𝐾𝑠𝐴44 (

𝐶1

𝑅
)
2

} 𝑣 + 

     {
𝜕

𝜕𝑥
(
𝐴26

𝑅
+ 𝐵26

𝐶2

2𝑅2
+ 𝐾𝑠𝐴45

𝐶1

𝑅
) 

     +
𝜕

𝜕𝑦
(
𝐴22

𝑅
+ 𝐾𝑠𝐴44

𝐶1

𝑅
)} 𝑤 + 

(5-b) 

       {
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐵16 + 𝐷16

𝐶2

2𝑅
) 

     +
𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝐵66 + 𝐵12 + 𝐷66

𝐶2

2𝑅
) 

     +
𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐵26) + 𝐾𝑠𝐴45

𝐶1

𝑅
}𝜑𝑥 + 

     {
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐵66 + 𝐷66

𝐶2

2𝑅
) +

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(2𝐵26 + 𝐷26

𝐶2

2𝑅
) 

     +
𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐵22) + 𝐾𝑠𝐴44

𝐶1

𝑅
}𝜑𝑦 = 0 

 

{
𝜕

𝜕𝑥
(−

𝐴12

𝑅
) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝐵26

𝐶2

2𝑅2
−
𝐴26

𝑅
)} 𝑢 + 

     {
𝜕

𝜕𝑥
(−𝐾𝑠𝐴45

𝐶1

𝑅
−
𝐴26

𝑅
− 𝐵26

𝐶2

2𝑅2
) 

     +
𝜕

𝜕𝑦
(−𝐾𝑠𝐴44

𝐶1

𝑅
−
𝐴22

𝑅
)} v + 

     {
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐾𝑠𝐴55 + 𝑃̂) +

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(2𝐾𝑠𝐴45) 

     +
𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐾𝑠𝐴44) −

𝐴22

𝑅2
}𝑤 + 

     {
𝜕

𝜕𝑥
(𝐾𝑠𝐴55 −

𝐵12

𝑅
) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝐾𝑠𝐴45 −

𝐵26

𝑅
)}𝜑𝑥 + 

(5-c) 

     {
𝜕

𝜕𝑥
(𝐾𝑠𝐴45 −

𝐵26

𝑅
) +

𝜕

𝜕𝑦
(𝐾𝑠𝐴44 −

𝐵22

𝑅
)}𝜑𝑦 

     = 0   

(5-d) 

{
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐵11) +

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(2𝐵16 − 𝐷16

𝐶2

2𝑅
) 

     +
𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐵66 − 𝐷66

𝐶2

2𝑅
)} 𝑢 + 

     {
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐵16 + 𝐷16

𝐶2

2𝑅
) 

     +
𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝐵12 + 𝐵66 + 𝐷66

𝐶2

2𝑅
) 

     +
𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐵26) + 𝐾𝑠𝐴45

𝐶1

𝑅
} 𝑣 + 

     {
𝜕

𝜕𝑥
(
𝐵12

𝑅
− 𝐾𝑠𝐴55) +

𝜕

𝜕𝑦
(
𝐵26

𝑅
− 𝐾𝑠𝐴45)}𝑤 + 

     {
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐷11) +

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(2𝐷16) 

     +
𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐷66) − 𝐾𝑠𝐴55}𝜑𝑥 + 

     {
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐷16) +

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝐷12 + 𝐷66) 

     +
𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐷26) − 𝐾𝑠𝐴45}𝜑𝑦 = 0 

 

{
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐵16) +

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝐵12 + 𝐵66 − 𝐷66

𝐶2

2𝑅
) 

     +
𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐵26 − 𝐷26

𝐶2

2𝑅
)} 𝑢 + 

     {
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐵66 + 𝐷66

𝐶2

2𝑅
) +

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(2𝐵26 + 𝐷26

𝐶2

2𝑅
) 

     +
𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐵22) + 𝐾𝑠𝐴44

𝐶1

𝑅
} 𝑣 + 

     {
𝜕

𝜕𝑥
(
𝐵26

𝑅
− 𝐾𝑠𝐴45) +

𝜕

𝜕𝑦
(
𝐵22

𝑅
− 𝐾𝑠𝐴44)}𝑤 + 

     {
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐷16) +

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(𝐷12 + 𝐷66) 

 

(5-e) 

     +
𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐷26) − 𝐾𝑠𝐴45}𝜑𝑥 + 

     {
𝜕2

𝜕𝑥2
(𝐷66) +

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑦
(2𝐷26) +

𝜕2

𝜕𝑦2
(𝐷22) 

     −𝐾𝑠𝐴44}𝜑𝑦 = 0 

تفاضلی برای حل این معادلات و تعیین بار بحرانی پوسته از روش مربعات 

استفاده شده است. در ادامه مبانی نظری این روش توضیح داده  1یافتهتعمیم

ای شده و سپس نحوه اعمال شرایط مرزی و چگونگی تحلیل پوسته استوانه
 دارای ناپیوستگی بیان شده است.

                                                                                                                                           
1 Generalized differential quadrature (GDQ) 
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 683 11شماره  17، دوره 1396 بهمنمهندسی مکانیک مدرس، 
 

 یافتهروش مربعات تفاضلی تعمیم -3

ت دیفرانسیل های قدرتمند در حل معادلاروش مربعات تفاضلی یکی از روش
جزئی است که با وجود استفاده از تعداد گره کم از دقت بالایی برخوردار 

است. در این روش مشتق جزئی یک تابع نسبت به یک جهت مختصاتی به 

صورت مجموع وزنی مقادیر آن تابع در برخی نقاط مشخص به صورت رابطه 

 شود.( تقریب زده می6)

(6) 
𝑓𝑥(𝑥𝑖) =∑𝑐𝑖𝑗

(1)
𝑓(𝑥𝑗)

𝑁

𝑗=1

  , 𝑖 = 1, 2, … , 𝑁 

,𝑓𝑥(𝑥𝑖در رابطه بالا  𝑡)  مشتق تابع𝑓  نسبت به جهت مختصاتی𝑥  در نقطه𝑥𝑖  

𝑐𝑖𝑗است و 
ضرایب وزنی برای تقریب مشتق اول هستند. نکته اساسی در این  (1)

روش نحوه تعیین ضرایب وزنی مناسب است. این ضرایب باید به نحوی تعیین 
ای از مشتق را به خوبی تخمین بزنند. بلمن و شوند که بتوانند هر مرتبه

براساس دو تابع تست مختلف دو شیوه برای تعیین  1972همکاران در سال 

 ن ضرایب پیشنهاد کردند.ای

ها اختیاری بود و ضرایب وزنی با حل یک در روش نخست محل گره
ها حل این دستگاه شد. با افزایش تعداد گرهدستگاه معادلات جبری تعیین می

 1980و  1970شد. عمده پژوهشگرانی که در دهه معادلات با مشکل مواجه می

ز همین شیوه برای تعیین ضرایب اند ااز روش مربعات تفاضلی استفاده کرده

در نظر  13ها کمتر از ها تعداد گرهاند که در این پژوهشوزنی استفاده نموده
اشاره نمود. در  [25-28]توان به مراجع گرفته شده است. به عنوان نمونه می

روش دوم با استفاده از توابع لژاندر این مشکل برطرف شد و عبارتی صریح 

ها در گرهقریب مشتق ارائه شد. در این روش لازم بود که برای ضرایب وزنی ت

ها نقاط مشخصی در نظر گرفته شوند. در واقع در این روش مختصات گره
هایی برای این ها محدودیتثابت هستند. همین عدم انعطاف در انتخاب گره

روش ایجاد کرده و سبب شد که پژوهشگران رغبت کمتری به استفاده از آن 

 د.نشان دهن

کان و چانگ برای رفع این محدودیت با استفاده از چند  1989در سال 
ای لاگرانژ رابطه صریح دیگری برای ضرایب وزنی ارائه کردند که همواره جمله

. [30,29]ها نداشت قابل استفاده بود و هیچ محدودیتی برای نحوه توزیع گره

 هایی همراه بود.اراستفاده از این روش برای مشتقات مراتب بالاتر با دشو

 1ایبه کمک تقریب چند جمله 1992و  1991های شو و همکاران در سال
روش مربعات تفاضلی را گسترش داده و روش  2و آنالیز خطی فضای برداری

. این روش تمامی [31-33]یافته را ارائه کردند مربعات تفاضلی تعمیم

نگ را به صورت های پیش از جمله روش ارائه شده توسط کان و چاروش

 شود.( شامل می7رابطه )

(7) 

𝑐𝑖𝑗
(1)
=

{
 
 

 
 

𝑀(1)(𝑥𝑖)

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)𝑀
(1)(𝑥𝑗)

  , 𝑖 ≠ 𝑗

− ∑ 𝑐𝑖𝑗
(1)

𝑁

𝑗=1 ,𝑗≠𝑖

  , 𝑖 = 𝑗

 

 ( داریم.8که در این رابطه )

(8) 
𝑀(1)(𝑥𝑖) = ∏ (𝑥𝑖 − 𝑥𝑘)

𝑁

𝑘=1,𝑘≠𝑖

 

توان برای تقریب مشتق مراتب بالاتر از روش مربعات تفاضلی تعمیم یافته می
به  𝑥نیز استفاده نمود. برای نمونه مشتق مرتبه دوم در جهت مختصاتی 

 شود.( نوشته می9صورت رابطه )

                                                                                                                                           
1 polynomial approximation 
2 linear vector space analysis 

(9) 
𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑖) = ∑𝑐𝑖𝑗

(2)
𝑓(𝑥𝑗)

𝑁

𝑗=1

 ,     𝑖 = 1, 2,… ,𝑁 

( 10مشتقات مراتب بالاتر مطابق رابطه )رابطه کلی برای ضرایب وزنی تقریب 
 شود.تعیین می

(10) 

𝑐𝑖𝑗
(𝑚)

=

{
 
 

 
 𝑚(𝑐𝑖𝑗

(1)
𝑐𝑖𝑖
(𝑚−1)

−
𝑐𝑖𝑖
(𝑚−1)

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗
)  , 𝑖 ≠ 𝑗

− ∑ 𝑐𝑖𝑗
(𝑚)

𝑁

𝑗=1 ,𝑗≠𝑖

  , 𝑖 = 𝑗

 

          𝑖, 𝑗 = 1, 2,… ,𝑁;       𝑚 = 2 ,3 , . . , 𝑁 − 1 

یره نیز به توان برای توابع چند متغاز این روش می توانبر این میعلاوه

چه بیان شد مشتق مرتبه اول و دوم سادگی استفاده کرد. برای نمونه چنان

( بیان 9,6به ترتیب مطابق روابط ) 𝑥در راستای محور  𝑓(𝑥)تابع تک متغیره 
,𝑓(𝑥شود. مشتق تابع دو متغیره می 𝑦)  در جهت𝑥  و𝑦  نیز به شیوه مشابهی

 شود.( تعریف می11به صورت روابط )

(11-a) 
𝑓𝑥(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) = ∑ 𝑐𝑖,𝑘1

(1)
𝑓(𝑥𝑘1, 𝑥𝑗)

𝑁

𝑘1=1

  ,   𝑖 = 1, 2,… ,𝑁 

(11-b) 
𝑓𝑥𝑥(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) = ∑ 𝑐𝑖 ,𝑘1

(2)
𝑓(𝑥𝑘1, 𝑥𝑗)

𝑁

𝑘1=1

  ,   𝑖 = 1, 2, … , 𝑁 

(11-c) 
𝑓𝑦(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) = ∑ 𝑐𝑗,𝑘2

(1)̅̅ ̅̅ ̅
𝑓(𝑥𝑖, 𝑥𝑘2)

𝑀

𝑘2=1

  ,    𝑗 = 1, 2,… ,𝑀 

(11-d) 
𝑓𝑦𝑦(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) = ∑ 𝑐𝑗,𝑘2

(2)̅̅ ̅̅ ̅
𝑓(𝑥𝑖, 𝑥𝑘2)

𝑀

𝑘2=1

  ,    𝑗 = 1, 2,… ,𝑀 

(11-e) 

𝑓𝑥𝑦(𝑥𝑖, 𝑦𝑗) = ∑ ∑ 𝑐𝑖,𝑘1
(1)
𝑐𝑗,𝑘2
(1)̅̅ ̅̅ ̅
𝑓(𝑥𝑘1, 𝑥𝑘2)

𝑀

𝑘2=1

𝑁

𝑘1=1

  , 

          𝑖 = 1, 2,… ,𝑁 ,   𝑗 = 1, 2,… ,𝑀 

ها در این روش هیچ محدودیتی ندارد و کاملاً هر چند انتخاب مختصات گره

ها بر نحوه توزیع گره تأثیرگذاری اختیاری است، اما این موضوع به معنی عدم

در کتابی که  2000ها نیست. شو در سال پایداری نتایج و روند همگرایی آن
در زمینه نحوه عملکرد و کاربردهای روش مربعات تفاضلی نگاشته است 

توزیع . [34]ها را بررسی و با یکدیگر مقایسه کرده است های مختلف گرهتوزیع

شود یکی از ر توزیع چبیشف نامیده میکه به اختصا 3لوباتو -گووس -چبیشف

 های شو نشان داد که این توزیع گرههای پرکاربرد است. بررسیانواع توزیع
رو در این نتایج پایدارتری نسبت به توزیع یکنواخت خواهد داشت؛ از این

( نحوه توزیع 12ها استفاده شده است. رابطه )مطالعه از همین شیوه توزیع گره

 دهد.را نشان می [a,b]در بازه  گره 𝑁چبیشف 

(12) 

𝑥𝑖 = 𝑎 +
1

2
(𝑏 − 𝑎) (1 − cos (

𝑖 − 1

𝑁 − 1
𝜋))  , 

           𝑖 = 1, 2,… ,𝑁 

نیز رابطه مشابهی وجود دارد. برای حل  𝑦ها در راستای برای توزیع گره

سازی معادلات در هر ( گسسته11( لازم است که به کمک روابط )6معادلات )

گره  𝑁⸱𝑀المان انجام شود. بدین منظور مطابق توزیع چبیشف، هر المان به 
توان دستگاه ( می11تقسیم شده است. با استفاده از روابط ) 𝑦و  𝑥در راستای 

معادلات دیفرانسیلی را به دستگاه معادلات جبری تبدیل نمود. با نوشتن 

و جداسازی های مختلف ی و مونتاژ معادلات المانمعادلات به فرم ماتریس

توان )بار بحرانی بر واحد طول( وجود دارد می 𝑃̂ها پارامتر هایی که در آنترم
پس از اعمال شرایط مرزی  ها را به فرم یک مسأله مقدار ویژه نوشت.آن

 توان با حل این مسأله بار بحرانی را تعیین نمود.مناسب می

                                                                                                                                           
3 Chebyshev-Gauss-Lobatto 
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 11شماره  17، دوره 1396 بهمنمهندسی مکانیک مدرس،  633
 

 شرایط مرزی -4

های گونه که بیان شد روابط بالا برای تحلیل کمانش پنل و نیز پوستهمانه

ای کامپوزیتی قابل استفاده است و صرفاً با اعمال شرایط مرزی این دو استوانه

مسأله از یکدیگر متمایز خواهند شد. همچنین اثر وجود گشودگی با اعمال 

رو صحت اعمال این شود. ازهای گشودگی دیده میشرایط مرزی آزاد در لبه
این روابط از اهمیت بالایی برخوردار است. در پژوهش حاضر انواع مختلف 

 شرایط مرزی گیردار، ساده و آزاد بررسی شده است.

ردی در کتاب خود چهار حالت مختلف را به عنوان شرایط مرزی گیردار 

ه ها حالتی است کترین آن. پرکاربردترین و مرسوم[24]معرفی کرده است 
یاد شده است. در  C4همه درجات آزادی بسته شده باشند که از آن به عنوان 

گاه گیردار به کار گرفته شده و پژوهش حاضر نیز همین حالت به عنوان تکیه

 شود.( بیان می13نشان داده شده است که به صورت رابطه ) Cبا نماد 

(13) C:      𝑢 = 𝑣 = 𝑤 = 𝜑𝑥 = 𝜑𝑦 = 0 

گاه ساده بیان شده است که حالت مختلف نیز برای تکیهدر همین کتاب چهار 

ها به کار گرفته شود. دو حالت در شرایط مختلف ممکن است هر یک از آن

𝑦لبه . این روابط برای [24]شود ( بیان می14تر مطابق رابطه )کاربردی = 𝑦𝑖 

𝑥روابط مشابهی نیز برای لبه است و  = 𝑥𝑖 .وجود دارد 
(14-a) S3:      𝑤 = 𝜑𝑦 = 𝑣 = 𝑁𝑥 = 𝑀𝑥 = 0 

(14-b) S4:      𝑤 = 𝜑𝑦 = 𝑢 = 𝑣 = 𝑀𝑥 = 0 

𝑦برای اعمال شرایط مرزی لبه آزاد در لبه  = 𝑦𝑖 ( استفاده 15از رابطه )

 .[24]شود می

(15) F:      𝑁𝑥 = 𝑁𝑥𝑦 = 𝑀𝑥 = 𝑀𝑥𝑦 = 𝑄𝑥 − 𝑃̂
𝜕𝑤

𝜕𝑥
= 0 

𝑥نیرویی نداریم، شرط مرزی آزاد در لبه  𝑦همچنین چون در راستای  = 𝑥𝑖 

 ( خواهد بود.16به صورت رابطه )

(16) F:      𝑁𝑦 = 𝑁𝑥𝑦 = 𝑀𝑦 = 𝑀𝑥𝑦 = 𝑄𝑦 = 0 

مشابه معادلات حاکمه برای اعمال شرایط مرزی یاد شده نیز لازم است تا 
 ( انجام شود.11سازی این معادلات به کمک روابط )گسسته

بیان شد بسته به نوع بارگذاری، شرایط مرزی و  چه پیش از اینچنان

شود. برای های مختلفی تقسیم میهندسه، پوسته مورد بررسی به المان

یابی به نتایج صحیح لازم است که شرایط سازگاری مناسب در مرز دست
مشترک دو المان اعمال گردد. روند مشابهی در مطالعات لیو و لیو که بر 

. این شرایط را [6-10]، به کار گرفته شده است ها صورت گرفته بودورق

توان به دو دسته معادله تقسیم کرد. هر یک از این دسته معادلات می

 شود.ها میجایگزین معادلات تعادل در نقاط مرزی یکی از المان
ها: برای حفظ پیوستگی پوسته لازم است ها و چرخشجاییسازگاری جابه -1

های مرزی در مرز مشترک دو های گرهو چرخشها جاییکه مقادیر جابه

( را خواهیم 17المان یکسان باشند؛ بنابراین در مرز مشترک دو المان رابطه )

 داشت.
(17) {𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝜑𝑥 , 𝜑𝑦}

(𝐸𝑙 1)
= {𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝜑𝑥 , 𝜑𝑦}

(𝐸𝑙 2)
 

ها و گشتاورها: برای برقراری تعادل لازم است که برخی از سازگاری تنش -2

تنش و گشتاور در مرز مشترک دو المان با یکدیگر برابر باشند. های منتجه

( شرایط a-1اند )شکل به یکدیگر متصل شده 𝑥برای دو المانی که در جهت 
 ( خواهد بود.18ها و گشتاورها مطابق رابطه )سازگاری تنش

(18) {𝑁𝑥 , 𝑁𝑥𝑦 , 𝑀𝑥 , 𝑀𝑥𝑦, 𝑄𝑥}
(𝐸𝑙 1)

= {𝑁𝑥 , 𝑁𝑥𝑦, 𝑀𝑥 , 𝑀𝑥𝑦 , 𝑄𝑥}
(𝐸𝑙 2)

 

( شرایط b-1به یکدیگر متصل باشند )شکل   𝑦اگر دو المان در جهت 

 ( خواهد بود.19ها و گشتاورها به صورت رابطه )سازگاری تنش

(19) {𝑁𝑦 , 𝑁𝑥𝑦 , 𝑀𝑦 , 𝑀𝑥𝑦, 𝑄𝑦}
(𝐸𝑙 1)

= {𝑁𝑦 , 𝑁𝑥𝑦 , 𝑀𝑦 , 𝑀𝑥𝑦, 𝑄𝑦}
(𝐸𝑙 2)

 

تقسیم پوسته به ( نیازی به های کامل )بدون ناپیوستگیبرای تحلیل پوسته

توان مسأله را با یک المان به سادگی تحلیل نمود. از چند المان نیست و می

جا که پوسته در واقع پنلی است که ابتدا و انتهای آن به یکدیگر متصل آن

های ابتدایی و انتهایی شده باشد، لازم است تا شرایط سازگاری برای گره
نشان داده  2گونه که در شکل نپوسته در راستای محیطی اعمال شود. هما

,𝑖)های شده است این شرایط در گره ,𝑖)و  (1 𝑁) شود.اعمال می 

به پنج المان  3، پوسته مطابق شکل برای تحلیل پوسته دارای گشودگی

ها پس از نوشتن معادلات حاکم برای هر المان و مونتاژ آن تقسیم شده است.
های که به یکدیگر متصل میان المانبه شیوه مناسب باید شرایط سازگاری 

اند را اعمال کرد. در نهایت با اعمال شرایط مرزی در دو انتهای پوسته و شده

توان با استفاده از حل مقدار های گشودگی معادلات تکمیل شده و میلبه

افزار ویژه بار بحرانی پوسته را تعیین نمود. تمامی مراحل یاد شده در نرم
 ه است.متلب کدنویسی شد

 اعتبارسنجی -5

ای بدون سنجی کد نوشته شده برای تحلیل کمانش پوسته استوانهصحت
ها گشودگی در قالب چند مسأله مختلف بررسی شده است. در این بررسی

 چینی و شرایط مرزی مختلف مطالعه شده است. باابعاد، خواص مواد، لایه
 

 
Fig. 1 Element connection a- x direction b- y direction 

 𝑦در جهت  -، ب𝑥در جهت  -اتصال دو المان الف 1شکل 

 
Fig. 2 Common nodes at both sides of one element of cylindrical shell 

 ایاستوانه های مشترک در ابتدا و انتهای تک المان پوستهگره 2شکل 

 
Fig. 3 Elements used for perforated cylindrical shell  

 دارای گشودگی ایاستوانه بندی پوستهالمان 3شکل 
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تواند کمانش توان اظهار داشت که روش ارائه شده میانجام این بررسی می

را تحلیل  ای با هر ابعاد، خواص مواد و شرایط مرزی دلخواهیاستوانه پوسته
نماید، همچنین نتایج کد نوشته شده برای تحلیل کمانش پوسته دارای 

 ستطیلی نیز با نتایج ارائه شده در دو مرجع مقایسه شده است.گشودگی م

ای ردی در انتهای فصل هشتم از کتاب خود کمانش پوسته استوانه

. در [24]است  های مختلف را بررسی کردهگاهایزوتروپ و کامپوزیتی با تکیه
در نظر گرفته شده است.  0.25این بررسی ضریب پواسون برای ماده ایزوتروپ 

بعد شده اعلام شده است، مقدار مدول جا که نتایج به صورت بیآن از

گیگاپاسکال برای آن  70الاستیسیته اختیاری است. برای تولید نتایج مقدار 

𝐸1/𝐸2انتخاب شده است. خواص کامپوزیت نیز به شکل نسبی به صورت  =

10 ،𝐺12 = 𝐺13 = 0.6 𝐸2  ،𝐺23 = 0.5 𝐸2  و𝜗12 = بیان شده است.  0.25

𝐸2برای حل مسأله  = 10 GPa  فرض شده است. نتایج براساس دو تئوری

که در ضمن این کلاسیک و تئوری برشی مرتبه اول ردی ارائه شده است.

 فرض شده است. 5/6تئوری برشی مرتبه اول، ضریب تصحیح برش 
مختلف برای پوسته بررسی شده است. در مسأله  در این مرجع دو هندسه

متر در نظر  0.025و  2، 1ست شعاع، طول و ضخامت پوسته به ترتیب نخ

ای ایزوتروپ، کامپوزیتی با گرفته شده است. نتایج برای سه نوع پوسته استوانه

ارائه شده است. بار  [90,0,90]چینی و کامپوزیتی با لایه [0,90]چینی لایه
ه ترتیب طبق روابط آمده برای پوسته ایزوتروپ و کامپوزیتی بدستبحرانی به

 بعد شده است.( بی21,20)

(20) 𝐾 =
𝑃̂𝐿2

10𝐸𝑡3
 

(21) 𝐾 =
𝑃̂𝐿2

100𝐸2𝑡
3
 

شود. نتایج بار بر واحد طولی است که به لبه پوسته اعمال می 𝑃̂روابط  در این

ده و آمده از کد نوشته شده با نتایج ارائه شده در این کتاب مقایسه شدستبه

 گزارش شده است. 2و  1در جداول 
گره در راستای  40گره در راستای طولی و  15برای تولید نتایج بالا از 

ها محیطی استوانه استفاده شده است. این تعداد گره براساس آنالیز تعداد گره

ها نشان داد که میزان حساسیت نتایج به تعیین شده است. همچنین بررسی

 هایهای طولی است. بررسی جدولههای محیطی بیشتر از تعداد گرتعداد گره
دقت بالای نتایج روش مربعات تفاضلی با وجود حجم محاسباتی پایین  2و  1

 دهد.آن را نشان می

ای که از کتاب ردی برای اعتبارسنجی مورد استفاده قرار دومین مسأله

های مختلف است. چهار چینیای کامپوزیتی با لایهاستوانه گرفته پوسته
ای به شعاع و برای پوسته [90,0,90,0]و  [0,90,0,90]، [90,0]، [0,90]آرایش 

گاه متر در نظر گرفته شده است. دو نوع تکیه 0.0125متر و ضخامت  1طول 

مختلف مورد بررسی قرار گرفته و نتایج براساس تئوری برشی مرتبه اول ردی 

فته شده و مشابه مسأله پیشین در نظر گر اعلام شده است. خواص کامپوزیت
برای این  بعد شده است.( بی21آمده نیز مطابق رابطه )دستبار بحرانی به

مسأله نیز با توجه به آنالیز همگرایی در راستای طولی و محیطی به ترتیب از 

دهنده حجم پایین محاسبات روش گره استفاده شده است که نشان 40و  15

های عددی است. نتایج به کار گرفته شده در مقایسه با سایر روش
در مقایسه با نتایج مختلف  گاهبرای دو تکیهآمده از کد نوشته شده دستبه

 گزارش شده است. 4و  3در جدول  این مرجع

چینی غیرمتعامد بررسی شده است. در گام بعدی کمانش پوسته با لایه

ای نیز ظاهر ای و خارج صفحههای کوپلینگ داخل صفحهدر این حالت ترم
 2013ای که رحیمی و همکارانش در سال خواهند شد. بدین منظور از مقاله

 

 S3-S3گاه بعد شده برای تکیهبار بحرانی بی 1جدول 
Table 1 Normalized buckling load for S3-S3 

چینی لایه [0,90]چینی لایه ایزوتروپ جنس پوسته
[90,0,90] 

 CST 9.5548 1.8663 2.0505 – [24]مرجع 
 FST 9.4428 1.8479 2.0372 – [24]مرجع 

 1.9946 1.8479 9.4488 تئوری دانل -روش حاضر 
 1.9739 1.8115 9.0085 تئوری لاو -روش حاضر 

 1.9708 1.8063 8.9645 تئوری ساندرز -روش حاضر 

 S4-S4گاه شده برای تکیهبعد بار بحرانی بی 2جدول 
Table 2 Normalized buckling load for S4-S4 

 [0,90]چینی لایه ایزوتروپ جنس پوسته
چینی لایه

[90,0,90] 
 CST 9.5492 1.9044 2.1095 –[24]مرجع 
 FST 9.4440 1.8849 2.0959 –[24]مرجع 

 1.9953 1.8850 9.4504 دانل تئوری -روش حاضر
 1.9747 1.8473 9.4322 تئوری لاو -روش حاضر

 1.9708 1.8421 9.4101 تئوری ساندرز -روش حاضر

 C-Cگاه بعد شده برای تکیهبی بحرانیبار  3جدول 
Table 3 Normalized buckling load for C-C 

 [90,0,90,0] [0,90,0,90] [90,0] [0,90] چینیلایه
 FST 9.8950 9.8394 12.5659 12.5078 –[24]مرجع 

 12.5078 12.5659 9.8393 9.8949 تئوری دانل -روش حاضر
 12.4404 12.4587 9.8037 9.7908 تئوری لاو -روش حاضر

 12.4325 12.4483 9.7975 9.7779 تئوری ساندرز -روش حاضر

 C-Fگاه بعد شده برای تکیهبی بحرانیبار  4جدول 
Table 4 Normalized buckling load for C-F 

 [90,0,90,0] [0,90,0,90] [90,0] [0,90] چینیلایه
 FST 5.2273 5.2542 6.2835 6.2953 –[24]مرجع 

 6.2797 6.2682 5.2291 5.2036 تئوری دانل -روش حاضر
 6.2368 6.2095 5.2072 5.1500 تئوری لاو -روش حاضر

 6.2286 6.1955 5.2008 5.1378 تئوری ساندرز -روش حاضر
 

استفاده شده است. در این مقاله قطر، شعاع و ضخامت  [35]اند منتشر نموده

متر در نظر گرفته شده است. پوسته از میلی 0.5و  140، 280پوسته به ترتیب 

تشکیل و شرایط مرزی  [30±]2چینی و با لایه یکسانبا ضخامت چهار لایه 
نیز به صورت ساده فرض شده است، همچنین خواص مکانیکی ها گاهتکیه

نتایج حاصل از روش  6در نظر گرفته شده است. جدول  5مطابق جدول 

مربعات تفاضلی را در مقایسه با نتایج حل المان محدود آباکوس و نیز نتایج 

 دهد.نشان می [35]مرجع 

دهد که روش ارائه شده با دقت بسیار نشان می بالا سائلنتایج م بررسی

در تواند کمانش پوسته ایزوتروپ و کامپوزیتی را تحلیل نماید. خوبی می

ای دارای استوانه قسمت بعد صحت نتایج این روش برای کمانش پوسته

ای که هان و گشودگی مورد بررسی قرار گرفته است. بدین منظور از مقاله
استفاده شده است. در این مقاله  [36]اند منتشر کرده 2006همکاران در سال 

کمانش پوسته ایزوتروپ دارای گشودگی مربعی بررسی شده است. شعاع، 

متر در نظر گرفته میلی 0.0889و  400، 20طول و ضخامت پوسته به ترتیب 

متری برای لبه گشودگی میلی 15و  10.6، 7.5شده است. سه اندازه مختلف 
 68.948انتخاب شده است. پوسته از جنس آلومینیوم با مدول الاستیسیته 

در نظر گرفته شده است، همچنین  0.33گیگاپاسکال و ضریب پواسون 

آمده دستگاه ساده انتخاب شده است. بار بحرانی بهها به صورت تکیهگاهتکیه
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توسط تئوری کلاسیک کمانش خطی بینی شده نسبت به بار بحرانی پیش
 بعد شده است.شود بی( تعیین می22ها که از رابطه )پوسته

(22) 𝑁 =
𝐸𝑡2

𝑅√3(1 − 𝜈2)
= 16.6639 N/mm 

آمده از روش مربعات تفاضلی را در مقایسه با نتایج این دستنتایج به 7جدول 
ست. دهد. برای تولید این نتایج از تئوری لاو استفاده شده امرجع نشان می

ها نتایج دو تئوری دیگر نیز نزدیک به همین نتایج بود؛ از همین رو از بیان آن

 نظر شده است.صرف

ای کامپوزیتی دارای استوانه در گام بعد برای بررسی کمانش پوسته
استفاده  [37]منتشر شده  2002گشودگی از نتایج مقاله تفرشی که در سال 

نیز اشاره شده که برای  [38]تایج مرجع شده است، همچنین در این مقاله به ن

 و یکسان پوسته قطر و طولگذاری مورد استفاده قرار گرفته است. صحه

 0.127 ضخامت با لایه هشت از پوسته. است شده انتخاب مترمیلی  406.4برابر
ها در آن مکانیکی خواص که تشکیل شده S[±45,0,90]آرایش  با متر ومیلی

 گرفته نظر در گیردار کاملاً صورت به هاگاهتکیه. است بیان شده 8جدول 

بار بحرانی  .دارد محوری حرکت اجازه بالایی لبه فقط و است شده

آمده برای پوسته دارای گشودگی نسبت به بار بحرانی پوسته بدون دستبه
بعد شده است. کد نوشته شده بار بحرانی بر واحد طول لبه برای گشودگی بی

105⸱1.6460پوسته بدون گشودگی را   kN/m  زند که با مقدار تخمین می

105⸱1.6032آمده از حل آباکوس )دستبه  kN/mخوانی بسیار خوبی ( هم

را در مقایسه با نتایج ارائه شده در مراجع  آمدهدستبهنتایج  9د. جدول دار
دهد. مقایسه نتایج کارایی روش مربعات و نیز نتایج آباکوس نشان می [38,37]

های کامپوزیتی دارای گشودگی را با وجود تفاضلی در تحلیل کمانش پوسته

 دهد.هزینه محاسباتی پایین آن نشان می

 ارائه نتایج و بحث در نتایج -6
ها و پس از اطمینان از قابلیت روش مربعات تفاضلی برای تحلیل کمانش پنل

ای کامپوریتی دارای گشودگی مستطیلی، در این بخش با های استوانهپوسته

های استفاده از این روش تأثیر پارامترهای مختلف بر بار بحرانی پوسته
 بررسی شده است. ای با و بدون گشودگیاستوانه

برای بررسی اثر پارامترهای مختلف یک مسأله پایه در نظر گرفته شده و 

با تغییر یک پارامتر و ثابت نگه داشتن سایر پارامترها تأثیر آن پارامتر مطالعه 

 2و  80، 200به ترتیب  شده است. بدین منظور طول، شعاع و ضخامت پوسته
 با ضخامت یکسان و با لایه هشت از پوسته .متر انتخاب شده استمیلی

پوسته از جنس گرافیت  تشکیل شده است، همچنین 𝑆[45,0,90±]آرایش 

آورده شده است.  10اپکسی در نظر گرفته شده است که خواص آن در جدول 

دو لبه پوسته گیردار فرض و بار بحرانی براساس تئوری دانل محاسبه شده 
 است.

 [35]خواص مکانیکی به کار رفته در مرجع  5جدول 
Table 5 Mechanical propertiesused in Ref [35] 

𝜗12  𝐺12 (GPa) 𝐸22 (GPa) 𝐸11 (GPa) 

0.3 3.2 5.8 36 

 

 [30±]2ای با آرایش بار بحرانی پوسته استوانه 6جدول 
Table 6 Buckling laod of cylindrical shell with [±30]2 lay-up 

 روش تحلیلی حاضر حل آباکوس [35]مرجع  (kN)بار بحرانی 

 10.768 10.915 10.980 

 

 S3-S4 گاهبعد شده برای تکیهبار بحرانی بی 7جدول 
Table 7 Normalized buckling load for S3-S4 

 15 10.6 7.5 بدون گشودگی (mm)اندازه گشودگی 
 0.195 0.215 0.234 0.968 [36]مرجع 

 0.212 0.229 0.257 0.972 تئوری لاو -حاضرروش 

 [37]خواص مکانیکی به کار رفته در مرجع  8جدول 
Table 8 Mechanical propertiesused in Ref [37] 

𝜗12 𝐺12 (GPa) 𝐸22 (GPa) 𝐸11 (GPa) 

0.295 6.40 11.08 148.07 

 بعد برای ابعاد مختلف گشودگیبار بحرانی بی 9جدول 
Table 9 Normalized buckling load for different cutout size 

ابعاد گشودگی 
(mm⸱mm) 

 [37]مرجع  آباکوس روش حاضر
مرجع 
[38] 

12.7⸱12.7 0.80 0.88 0.80 0.83 
25.4⸱25.4 0.62 0.57 0.58 0.56 

 

 [39]خواص مکانیکی به کار رفته در مرجع  10جدول 

Table 10 Mechanical propertiesused in Ref [39] 

𝐸11 (GPa) 𝐸22 (GPa) 𝐺12 نام ماده شماره  (GPa) 𝜗12 

M1 25. 2.585 5.17 206.8 گرافیت اپکسی 

M2 0.35 3.08 5.5 85.8 کولار اپکسی 

M3 0.21 3.9081 18.61 206.75 بورون اپکسی 

M4 
شده پلیمر تقویت

 با الیاف کربن
123.37 8.7 5.6898 0.31 

M5 0.30 26.92 70 70 آلومینیوم 

 اثر اندازه گشودگی و خواص مواد -6-1

𝑐𝑥)برای بررسی اثر اندازه گشودگی یک گشودگی مربعی  = 𝑐𝑦 = 𝑐)  در وسط
متر متغیر در نظر گرفته شده میلی 50تا  5پوسته و اندازه ضلع گشودگی از 

است. تأثیر افزایش اندازه گشودگی بر بار کمانش برای پنج جنس مختلف 

خواص مکانیکی این مواد را طبق مرجع  10پوسته بررسی شده است. جدول 

آمده به صورت بار بحرانی بر واحد طول لبه دستدهد. نتایج بهنشان می [39]
تغییرات بار بحرانی به ازای ابعاد مختلف  4پوسته گزارش شده است. شکل 

دهد که مطابق انتظار دهد. بررسی این نتایج نشان میگشودگی را نشان می

شود، همچنین برخلاف وجود گشودگی سبب کاهش بار بحرانی پوسته می

ها که افزایش اندازه گشودگی از جایی به بعد موجب افزایش بار کمانش ورق
ها افزایش اندازه گشودگی مرتباً بار بحرانی را کاهش ، در پوسته[40]شد می

شود. تغییرات بار دهد. البته این روند کاهشی با شیب ثابتی دنبال نمیمی

های بسیار کوچک )در توان به سه قسمت تقسیم کرد. گشودگیبحرانی را می

𝑐این مسأله  ≤ تأثیر چندانی بر بار کمانش پوسته ندارد، اما با افزایش  (5
در مسأله  شود.رو میندازه گشودگی بار بحرانی با افت ناگهانی شدیدی روبها

متر مشاهده میلی 20تا  5هایی به ضلع حاضر این افت شدید برای گشودگی

 40متر موجب کاهش حدود میلی 20ای به ضلع شود. وجود گشودگیمی

متر با میلی 20تر از های بزرگشوند. برای گشودگیدرصدی بار بحرانی می
یابد. این افزایش اندازه گشودگی، بار بحرانی با شیبی تقریباً ثابت کاهش می

ها رفتار هایی با جنس مختلف صادق بود و همگی این پوستهروند برای پوسته

 4مشابهی دارند. برای مشاهده بهتر این موضوع هر یک از نمودارهای شکل 
بعد شده و دوباره در شکل خود بی نسبت به بار بحرانی پوسته بدون گشودگی

ها در دهد که رفتار همه پوستهاند. این شکل به خوبی نشان میترسیم شده 5

چینی یکسان تقریباً مشابه و مستقل از برابر تغییر اندازه گشودگی برای لایه
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 جنس است.

 های مختلفاثر تئوری -6-2

ر بحرانی پوسته بدون مشاهده شد در محاسبه با 4-1گونه که در جداول همان

ای میان نتایج سه تئوری دانل، لاو و ساندرز گشودگی تفاوت قابل ملاحظه

زند و اما به طور کلی تئوری دانل بار بحرانی را بیشتر تخمین می وجود ندارد،

این موضوع به دلیل فرضیات انجام شده  تر است.کارانهتئوری ساندرز محافظه
جایی این جابه -های بیشتر در روابط کرنشترمدر تئوری ساندرز و وجود 

ها سفتی محاسبه شده برای سازه کمتر تئوری است. با در نظر گرفتن این ترم

توان در شده و طبیعتاً بار بحرانی کاهش خواهد یافت. مشابه این مطلب را می

مقایسه نتایج تئوری کلاسیک و تئوری برشی مرتبه اول مشاهده کرد. بررسی 
های متفاوت هایی با ابعاد مختلف گشودگی و ضخامتشده برای پوستهانجام 

 نیز نتایج مشابهی درپی داشت.

 اثر جهت گشودگی -6-3

در این قسمت جهت قرارگیری )طولی یا محیطی( گشودگی مستطیلی 

بررسی شده است. بدین منظور پنج حالت مختلف برای ابعاد گشودگی در نظر 

ها برابر در نظر گرفته شده د مساحت گشودگیگرفته شد. در همه این موار

است. در دو مورد ضلع بزرگ گشودگی مستطیلی در راستای طولی فرض 

𝑐𝑥شده است ) = 2𝑐𝑦 𝑐𝑥 و  = 4𝑐𝑦 در دو مورد ضلع بزرگ مستطیل در .)

𝑐𝑥راستای محیطی قرار دارد ) = 0.5𝑐𝑦 𝑐𝑥 و  = 0.25𝑐𝑦 و در آخرین مورد )

𝑐𝑥ر برابر در نظر گرفته شده است )اضلاع گشودگی با یکدیگ = 𝑐𝑦.) 

 
Fig. 4 Buckling load variation for different cutout size 

 تغییرات بار بحرانی برای ابعاد مختلف گشودگی مربعی مرکزی 4شکل 

 
Fig. 5 Normalized buckling load variation for different cutout size 

 بعد شده برای ابعاد مختلف گشودگی مربعی مرکزیبی تغییرات بار بحرانی 5شکل 

دهد. با توجه به تغییرات بار بحرانی را برای این پنج حالت نشان می 6شکل 

توان بیان داشت که پوسته دارای گشودگی مربعی همواره بار این نتایج می
بحرانی بیشتری نسبت به پوسته دارای گشودگی مستطیلی با مساحت برابر 

ین موضوع برای هر دو نوع گشودگی مستطیلی طولی و محیطی صادق دارد. ا

توان به صورت قاطع در آمده نمیدستبر این با توجه به نتایج بهاست. علاوه

های بزرگ مورد گشودگی طولی و محیطی اظهار نظر کرد. برای گشودگی
پوسته دارای گشودگی محیطی وضعیت بهتری دارد، اما وجود گشودگی در 

های کوچک منجر به تحمل بار بیشتری ای طولی پوسته برای گشودگیراست

چه بیان شد گشودگی مربعی وضعیت بهتری نسبت به انواع شود. چنانمی

های مستطیلی نیز هر چه که در گشودگیگشودگی مستطیلی دارد. ضمن این
میزان کشیدگی گشودگی به هر کدام از دو سمت طولی یا محیطی افزایش 

 ر بحرانی کاهش بیشتری خواهد داشت.یابد، با

 اثر محل قرارگیری گشودگی -6-4

متر به منظور مطالعه اثرات محل میلی 20یک گشودگی مربعی به ضلع 
قرارگیری گشودگی در نظر گرفته شده است. فاصله مرکز گشودگی از لبه 

متر متغیر در نظر گرفته شده است. بار بحرانی میلی 100تا  20پوسته بین 

محاسبه شده برای هر حالت نسبت به بار بحرانی پوسته بدون گشودگی 
ارائه شده نشان  7آمده که در شکل دستبعد شده است. بررسی نتایج بهبی

ها اثر کمتری در کاهش بار بحرانی دهد که وجود گشودگی در نزدیکی لبهمی

باید یادآور شد که این تفاوت چندان زیاد نیست و برای مورد  دارد. هرچند

بر این اگر فاصله مرکز گشودگی تا علاوهاست.  %5بررسی شده کمتر از 
طول پوسته(، محل  %20های پوسته به اندازه کافی زیاد باشد )حدود لبه

 گشودگی تأثیر چندانی بر بار بحرانی کمانش نخواهد داشت.

 هاثر طول پوست -6-5

𝐿دو حالت کلی برای بررسی طول پوسته در نظر گرفته شده است:  𝑅⁄ ≥ و  1
𝐿 𝑅⁄ <  320و  240، 200، 160، 120، 100، 80های . در حالت نخست طول1

متر برای پوسته بررسی شده است. برای همه این موارد اندازه گشودگی میلی

آمده دستمتر متغیر در نظر گرفته شد. با بررسی نتایج بهمیلی 50تا  5نیز از 

روشن شد که بار بحرانی برای این حالات بسیار به یکدیگر نزدیک بوده و 
نظر شده است. ها صرفرو از نمایش آنتفاوت قابل توجهی ندارند و از این

ها وستههایی با ابعاد مختلف نیز برای همه این پکه تأثیر گشودگیضمن این

𝐿دهد که برای تقریباً یکسان است. این مسأله نشان می 𝑅⁄ ≥ طول پوسته  1

 ها تأثیر چندانی بر بار کمانش آن ندارد. تئوری کلاسیک کمانش خطی پوسته
 

 
Fig. 6 Normalized buckling load variation for different cutout direction 

 ارگیری مختلف گشودگیتغییرات بار بحرانی برای جهات قر 6شکل 
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است. این رابطه بار  ( بیان شد نیز مستقل از طول پوسته22که در رابطه )
متر را میلی 2تر و ضخامت ممیلی 80بحرانی پوسته آلومینیومی به شعاع 

2.117 MN/m آمده از روش حاضر دستزند که با بار بحرانی بهتخمین می

(2.096 MN/mهم ) دارد.خوانی بسیار خوبی 

𝐿مسأله برای  𝑅⁄ < متفاوت خواهد بود و بار بحرانی شدیداً به طول  1
بدون گشودگی با  بار بحرانی پوسته 8پوسته بستگی خواهد داشت. شکل 

های کمتر شود که برای طولدهد. مشاهده میهای مختلف را نشان میطول

𝐿متر )میلی 80از  𝑅⁄ < ( با کاهش طول پوسته بار بحرانی افزایش 1

ها نیز مشابه چشمگیری دارد. با این وجود اثر گشودگی در این پوسته
به ازای  بعد شدهبی های بلند است. در واقع روند تغییرات بار بحرانیپوسته

 مستقل از طول پوسته است. های مختلف گشودگیاندازه

 اثر ضخامت -6-6

متر متغیر در نظر میلی 4تا  0.5مقدار آن برای بررسی اثر ضخامت پوسته از 
آمده نشان داد که با افزایش ضخامت پوسته دستگرفته شده است. نتایج به

یابد. این موضوع برای پوسته کامل و مطابق انتظار بار بحرانی افزایش می

پوسته دارای گشودگی صادق است، همچنین برای هر ضخامت بار بحرانی 

بدون گشودگی با همان  پوسته پوسته دارای گشودگی نسبت به بار بحرانی
دهد ترسیم شده است. این شکل نشان می 9بعد شده و در شکل ضخامت بی

هایی با ضخامت مختلف یکسان است؛ میزان که روند کلی تغییرات پوسته

تر بیش از های نازکاثرگذاری گشودگی بر کاهش بار بحرانی در پوسته

سته از میزان اثرگذاری های ضخیم است و با افزایش ضخامت پوپوسته
 شود.گشودگی بر کاهش بار بحرانی کاسته می

 
Fig. 7 Normalized buckling load variation for different cutout location 

 بعد شده برای محل مختلف گشودگیتغییرات بار بحرانی بی 7شکل 

 
Fig. 8 Buckling load variation for different lengths of cylindrical shell 

 ایاستوانهپوسته  های مختلفتغییرات بار بحرانی پوسته به ازای تغییرات طول 8شکل 

 
Fig. 9 Normalized buckling load variation for different shell thickness 

 های مختلف پوستهبرای ضخامتبعد شده تغییرات بار بحرانی بی 9شکل 

 هاگاهچینی پوسته و تکیهاثر لایه -6-7

های مختلف بر بار کمانش پوسته با و بدون چینیدر این قسمت اثر لایه

بدون گشودگی برای سه نوع  گشودگی بررسی شده است. بار بحرانی پوسته

ست. این آورده شده ا 11های مختلف در جدول چینیگاه متفاوت و لایهتکیه
گاه ساده دهد که برای این مسأله و هندسه به خصوص تکیهنتایج نشان می

S4-S4 گاه گیردار و تکیهC-C که تفاوت چندانی با یکدیگر ندارند. ضمن این

کاهش  %60مطابق انتظار آزاد بودن یک سر پوسته بار بحرانی را در حدود 

اظهار داشت که در میان توان بر این با توجه به نتایج میدهد. علاوهمی
بیشترین بار بحرانی را  S[±45,0,90]چینی های بررسی شده لایهآرایش

ها در چهار جهت مختلف توان قرارگیری لایهداراست. دلیل این موضوع را می

شود. نکته جالب توجه دانست که موجب تقویت پوسته در تمامی جهات می

بررسی شده  [60±]جا اه )در اینچینی دلخودیگر این است که برای هر لایه
رفته افزایش یافته و به یک ها بار بحرانی رفتهاست(، با افزایش تعداد لایه

 شود.مقدار مشخص همگرا می

برای  S[±60]و  S[±45,0,90] ،S[±45] ،S[0,90] چینیدر ادامه چهار لایه

 10اند. شکل های در پوسته دارای گشودگی انتخاب شدهچینیبررسی اثر لایه
ها به ازای تغییرات اندازه گشودگی را چینیتغییرات بار بحرانی برای این لایه

شود، بار بحرانی مربوط به چه در این شکل ملاحظه میدهد. چناننشان می

هاست. البته میزان افت چینیر لایهبسیار بیشتر از سای S[±45,0,90]چینی لایه

چینی به مراتب بیشتر از بار بحرانی در اثر وجود گشودگی نیز، برای این لایه
بار بحرانی  11های دیگر است. برای درک بهتر این موضوع، در شکل آرایش

های مختلف نسبت به بار بحرانی پوسته چینیدارای گشودگی با لایهپوسته 

چه از شکل بعد شده است. چنانچینی بیمان لایهبدون گشودگی با ه

 کمترین افت در اثر وجود گشودگی را دارد. S[0,90]چینی پیداست لایه

 (MN/mهای مختلف )چینیبار بحرانی پوسته برای لایه11 جدول 
Table 11 Buckling load of shell with different layup (MN/m) 

 C-C C-F S4-S4 چینیلایه
[±45,0,90]S 1.8055 0.6771 1.8003 
[±45,90]S 1.5790 0.5425 1.5750 

[±45,90,90]S 1.7690 0.5850 1.7650 
[±45,0]S 1.0872 0.5244 1.0801 

[±45,0,0]S 1.1810 0.5734 1.1663 
[±45]S 0.5752 0.2608 0.5684 
[0,90]S 0.6555 0.3543 0.5665 
[±60]S 0.6420 0.2695 0.6405 
[±60] 0.5041 0.1992 0.5028 
[±60]2 0.6839 0.2842 0.6760 
[±60]5 0.7241 0.3012 0.7123 

[±60]10 0.7306 0.3058 0.7223 

 [
 D

O
R

: 2
0.

10
01

.1
.1

02
75

94
0.

13
96

.1
7.

11
.3

3.
3 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

e.
m

od
ar

es
.a

c.
ir

 o
n 

20
25

-0
4-

04
 ]

 

                            10 / 12

https://dorl.net/dor/20.1001.1.10275940.1396.17.11.33.3
https://mme.modares.ac.ir/article-15-7339-en.html


  

 لاری و غلامحسین رحیمیزادهعلی طالع یافتهتعمیم ای کامپوزیتی دارای گشودگی با استفاده از روش مربعات تفاضلیتحلیل کمانش پوسته استوانه

 

 633 11شماره  17، دوره 1396 بهمنمهندسی مکانیک مدرس، 
 

 

 
Fig. 10 Buckling load variation for different layups 

 های مختلفچینیتغییرات بار بحرانی برای لایه 10شکل 

 
Fig. 11 Normalized buckling load variation for different layups 

 های مختلفچینیبعد شده برای لایهتغییرات بار بحرانی بی 11شکل 

 گیرینتیجه -7

با و بدون  ای کامپوزیتیاستوانه هایپوسته محوری کمانش این مقاله در
 تغییرشکل برشی تئوری پایه گشودگی مطالعه شده است. معادلات حاکم بر

توان آن را با ای بیان شده که میاست. معادلات به گونه شده نوشته اول مرتبه

سطح  تبدیل نمود. ساندرز یا و لاو دانل، تئوری انتخاب مناسب پارامترهایی به
با استفاده از روش تجزیه حوزه به  گشودگی دارای تحلیل پوسته پوسته برای

بندی به نحوی صورت گرفته است. این المانهای مناسبی تقسیم شده المان

 معادلات. باشد یکنواخت المان هر هایلبه در بارگذاری و مرزی که شرایط

هر دو  در یافتهتعمیم مربعات تفاضلی روش کمک به المان در هر حاکم
 دستگاه یک معادلات این مونتاژ با و شده گسسته محیطی و طولی راستای

 در مرزی شرایط سازیهمچنین گسسته است، شده تشکیل جبری معادلات

 نیز هاالمان مشترک مرز در سازگاری نیز شرایط و گشودگی و پوسته هایلبه

 بحرانی پس از اعمال این شرایط بار. است شده انجام روش همین کمک به
تمامی مراحل در  .است با استفاده از حل مقدار ویژه تعیین شده پوسته

 شده است. افزار متلب کدنویسینرم

 در موجود نتایج با شده ارائه روش آن برای اعتبارسنجی از حاصل نتایج

این  .است شده مقایسه آباکوس محدود المان افزارنرم نتایج نیز و مقالات
مقایسه کارایی این روش و دقت بالای نتایج آن در عین هزینه محاسباتی 

 بر مختلف پارامترهای دهد. در گام بعد اثرپایین آن را به خوبی نشان می

از این روش  با استفاده کامپوزیتی با و بدون گشودگی هایپوسته کمانش

 تأثیر پوسته چینیلایه که دهدمی نشان هابررسی این. است مطالعه شده

 کهاین ضمن. دارد گشودگی دارای و کامل هایپوسته کمانش بار بر بسزای

 اما نیست، یکسان مختلف هایچینیلایه برای گشودگی اندازه افزایش تأثیر
 گشودگی اندازه تغییر برابر در هاپوسته رفتار یکسان، چینیلایه یک برای

 گشودگی دارای پوسته که داد نشان نتایج این برعلاوه. است جنس از مستقل

 مساحتهم مستطیلی گشودگی با پوسته به نسبت بیشتری بحرانی بار مربعی

𝐿های بلند )ابعاد پوسته نشان داد که بار بحرانی پوسته هابررسی .دارد 𝑅⁄ >

های ( مستقل از طول پوسته است. بار بحرانی با کاهش طول برای پوسته1

𝐿کوتاه ) 𝑅⁄ < های دارای است که در پوسته یابد. این در حالی( افزایش می1

های بعد شده پوستهگشودگی تفاوت فاحشی میان روند تغییرات بار بحرانی بی

های مختلف پوسته مشخص شد بلند و کوتاه وجود ندارد. با بررسی ضخامت
های ضخیم تحت تأثیر وجود گشودگی تر بیشتر از پوستههای نازکپوستهکه 
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