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The main approach in the study of fluid flow instabilities is the theory of linear stability, which 
is based on linearizing the governing equations and finding unstable eigenvalues. In many 
flows, like shear flows, the results of linear stability theory fail to match most experiments. In 
a linear system, even if all the eigenvalues are stable, the perturbations can lead to instability, 
if the eigenfunctions are not orthogonal. The transient features of these non-normal 
dynamical systems, can be described with low-dimensional structures, i.e. a few modes. It is 
possible to suppress the asymptotic and transient growth by identification of time-dependent 
modes. In this paper, a method of order reduction based on optimally time-dependent modes 
has been implemented. This method identifies the growth behavior of disturbances in short 
and long times. Also, a control algorithm based on the above method has been implemented 
to stabilize the growth of disturbances. The DNS solution of the flow and the implementation 
of the reduction and control algorithms is based on the NEKTAR++ open-source solver. At 
first problem, to validate the solution method, the order reduction and control algorithm has 
been implemented on the flow over a cylinder with Re=50. At second problem, for the first 
time, the control algorithm is implemented on the flow over a cylinder subjected to persistent 
time-varying disturbances.  The results show that by applying a control force, the Von-
Karman vortices are stabilized and a constant lift is obtained and body vibrations are 
cancelled. 
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 1403  اردیبهشت ،  05، شماره  24دوره    مهندسی مکانیک مدرس  ماهنامه علمی 
 

تحت   استوانه  روی  جریان  پایدارسازی 
روش   توسط  زمان  با  متغیر  اغتشاش 

 مرتبه با مودهای بهینه وابسته به زمان کاهش 

   

   * 2اصفهانیان   وحید ،   1مصطفی دهقان منشادی 
 ، تهران، ایران دانشکده مهندسی مکانیک، دانشکدگان فنی، دانشگاه تهران 1

 
 

 چکیده 
ناپایداری  بررسی  در  اصلی  خطی  رویکرد  پایداری  تئوری  سیال،  جریان  های 

بر خطی ناپایدار است که مبتنی  یافتن مقادیر ویژه  سازی معادلات حاکم و 
جریان مانند  از مسائل،  در بسیاری  پایداری  است.  تئوری  نتایج  برشی،  های 

ی حتی  خطی با مشاهدات تجربی تطابق ندارد. در یک سیستم دینامیکی خط
توانند منجر اگر تمام مقادیر ویژه پایدار باشند، اغتشاشات وارد بر سیستم می

گذرای این   ویژه، متعامد نباشند. ویژگیکه توابعآنشرطبه ناپایداری شوند، به
علیسیستم غیرنرمال  دینامیکی  ساختارهایی کمهای  با  پیچیدگی،  بعد رغم 

کمی تعداد  هستنیعنی  توصیف  قابل  گذرای  مود،  و  دائمی  رشد  کنترل  د. 
امکان به زمان  از طریق شناسایی مودهای وابسته  در  اغتشاشات  پذیر است. 

به  مقاله بهینه وابسته  بر مودهای  مرتبه مبتنی  ی حاضر، یک روش کاهش 
پیاده در زمانزمان  اغتشاشات  رفتار رشد  این روش،  های  سازی شده است. 

. همچنین یک الگوریتم کنترلی بر اساس  نمایدکوتاه و طولانی را شناسایی می
به فوق،  مرتبه  کاهش  سیال،  روش  جریان  اغتشاشات  رشد  کنترل  منظور 

حل  پیاده است.  شده  پیاده  DNSسازی  و  الگوریتمجریان  های  سازی 
انجام شده است.    ++NEKTARباز  ی حلگر متنمرتبه و کنترلی بر پایهکاهش

بهدر مسأله اول  و    منظور اعتبارسنجیی  مرتبه  الگوریتم کاهش  حل،  روش 
Re   50کنترلی روی جریان عبوری از استوانه با   سازی شده است. در پیاده =

ادامه، برای نخستین بار الگوریتم کنترلی برای جریان روی استوانه در معرض  
پیاده زمان  با  متغیر  ماندگار  بهاغتشاشات  و  مختلف  سازی  پارامترهای  ازای 

خارجی حساسی  نشان میسنجی شدهتاغتشاش  نتایج  اعمال  است.  با  دهد 
های ون کارمن، پایدار شده و جریان  نیروی کنترلی بر میدان جریان، ناپایداری 

 شود.گیرد و ارتعاشات جسم حذف میبا ضریب برآی ثابت شکل می
ی وابسته  ناپایداری، کاهش مرتبه، کنترل جریان، مودهای بهینه  :هاکلیدواژه 
 به زمان 

 
 01/1403/ 20تاریخ دریافت:  
 05/1403/ 06تاریخ پذیرش:  

 evahid@ut.ac.irنویسنده مسئول: *

 مقدمه   - 1
تئوری پایداری هیدرودینامیکی به پاسخ جریان سیال در مواجهه 

پردازد. در صورتی که جریان  با یک اغتشاش کوچک یا متوسط می
صورت   به  جریان  بازگردد،  خود  تعادلی  حالت  تعریف  به  پایدار 

ناپایدار  می صورت  به  جریان  نماید،  رشد  اغتشاش  اگر  و  شود 
می انرژی تعریف  تغییرات  بررسی  به  پایداری  تئوری  شود. 

( از طریق روابط  Base flowاغتشاشات موجود در یک جریان پایه )

 
 

پردازد. این تئوری بر روی بررسی طیف مقادیر ویژه در ریاضی می
. در این تئوری، یک معادله  [1]کز دارد  یک سیستم دینامیکی تمر

است.   نیاز  مورد  اغتشاش  مکانی  و  زمانی  تغییرات  از  خطی 
درصورتی که سرعت اغتشاش از محدوده چند درصدی از سرعت 

یابند و معادله جریان پایه فراتر برود، اثرات غیرخطی اهمیت می
بینی خطی، تغییرات زمانی و مکانی اغتشاش را به درستی پیش 

بررسی  ینم در  مهمی  نقش  خطی  معادلات  وجود،  این  با  کند؛ 
  .[2]مکانیزم رشد اغتشاشات در دینامیک سیالات دارند 

 یافته کنترل جریان سیال با استفاده از مدل کاهش   - 1-1
یک سیستم دینامیکی خطی دارای کنترل،  به صورت زیر توصیف  

 شود: می

1

𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡)

     𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐷𝑢(𝑡)
 (1)  

𝒙(𝑡) ∈ ℝ𝑛   .است دینامیکی  سیستم  حالت  ورودی   𝒖(𝑡)بردار 
بدست آوردن یک   خروجی سیستم است. هدف از 𝒚(𝑡)کنترلی و  

یافته، جایگزینی مدل اصلی با یک مدل خطی است مدل کاهش 
وابستگی   ضمن  𝒖(𝑡)به     𝒚(𝑡)که  حفظ کند؛  خوبی  دقت  با  را 

 𝒙(𝑡)تری از ی پاییناینکه بردار حالت سیستم جدید دارای مرتبه
 .[3]است 

حلقه  کنترل  فیدبکروش  برای بسته  کنترلی  روش  یک  دار، 
معرض سیستم در  و  قطعیت  عدم  ناپایداری،  دارای  های 

الف دیاگرام یک سیستم -1. شکل  [4]اغتشاشات خارجی است  
نمایش میه کنترلی حلق را  این سیستم،  بسته  در  که  𝒚(𝑡)دهد. 

اندازه  داده  خروجی  فیدبک  کنترلر  به  است،  سنسورها  گیری 
شود و طبق الگوریتم کنترلی، سیستم کنترلی توسط سیگنال می

𝒖(𝑡) های خارجی به صورت شود. بردار ورودی تحریک می𝒘 =

[𝒘𝑑    𝒘𝑟] شود که  تجزیه می𝒘𝑑  اغتشاشات خارجی بر وضعیت
بایست توسط سیستم  مسیر مرجعی است که می 𝒘𝑟و  سیستم

 کنترلی دنبال شود.  

 

 (الف)

 
 (ب)

حلقه   ( 1شکل   کنترلی  سیستم  حلقه مقایسه  و  دیاگرام بسته  )الف(  باز 
 بازبسته )ب( دیاگرام سیستم حلقه سیستم حلقه 
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هدف از یک سیستم کنترلی ایجاد یک قانون کنترلی به صورت 
𝒖 = 𝒌(𝒚, 𝒘𝑟)  وضعیت سمت  به  را  سیستم  وضعیت  است که 

مشخص   𝒘𝑟هدف   مسیر  یک  مسائلی که  در  سازد.    𝒘𝑟نزدیک 
𝜺شود، هدف کمینه کردن خطای خروجی سیستم دنبال می =

𝒚 − 𝒘𝑟   ب مشخص است، در یک  -1است. همانطور که در شکل
حلقهسیس کنترلی  بهتم  وجود باز،  و  فیدبک  وجود  عدم  علت 

، امکان  𝒘𝑟شده با توجه به مسیر مرجع تعییناستراتژی از پیش 
خارجی  اغتشاشات  اعمال  تحت  کنترلی  استراتژی  تصحیح 
مختلف و متغیر وجود ندارد؛ به عبارت دیگر، در سیستم کنترلی 

دینامیک  حلقه  تغییر  امکان  بنیادی  طور  به  به باز،  وابسته 
بسته با اغتشاشات  وجود ندارد. اما در یک سیستم کنترلی حلقه 

توجه به وجود فیدبک از خروجی سیستم، پاسخ واقعی سیستم  
با مجموعه  ورودی در مواجهه  به کنترلر داده ی  اغتشاشات  و  ها 

شود و امکان اصلاح و پایدارسازی دینامیک سیستم و جبران می
   ت.اغتشاشات وجود خواهد داش

 Non-normal orرشد غیرنرمال یا گذرای اغتشاش )   - 2-1
transient growth ) 

ی غیرمتعامد را ماتریس غیرنرمال ماتریس دارای بردارهای ویژه
نامند. چنین تعریفی برای یک اپراتور غیرنرمال نیز برقرار است می

ی آن بر هم متعامد نیستند(. یکی  ویژه)یعنی اپراتوری که توابع 
های مهم یک اپراتور غیرنرمال، حساسیت بالای طیف  ژگی از وی

ویژه تغییر  مقادیر  و  اغتشاشات کوچک  به  اپراتور نسبت  آن  ی 
آن  پایداری  است  رفتار  )[2]ها  اورسامرفیلد  اپراتور   .–Orr

Sommerfeldی ( ، یک اپراتور غیرنرمال است و طیف مقادیر ویژه
به   نسبت  بالایی  حساسیت  می آن،  نشان  که اغتشاشات  دهد 

ی غیرمتعامد است. لازم بذکر است که ویژهعامل آن وجود توابع 
غیرنرمال بودن، یک ویژگی اپراتور و به عبارت دیگر یک سیستم  
دینامیکی است و مرتبط با روش حل عددی و خطای محاسبات  
نیست. اپراتور غیرنرمال، اپراتوری است که شرط زیر برای آن برقرار  

 د:باش
𝐿𝐿+ ≠ 𝐿+𝐿 (2)  

رابطه )در  اپراتور   +𝑳(، 2ی  رفتار   𝑳اپراتور الحاقی  برخلاف  است. 
رشد نمایی یا ماندگار یک اغتشاش در جریان که توسط مقادیر  

میویژه تعیین  اپراتور  غیرنمایی ی  یا  گذرا  رشد  رفتار  شود، 
مقادیر  اغتشاش در یک سیستم دینامیکی غیرنرمال توسط شبه 

اپراتور تعیین میeigenvalue-Pseudoویژه )   1. جدول  [5]شود  ( 
نشان   را  رایج  جریان  نمونه  چند  برای  بحرانی  رینولدز  اعداد 

دهد. سیستم معادلات ناویراستوکس برای سه جریان نخست، می
باشد. در  غیرنرمال است. اپراتور حاکم بر جریان چهارم، نرمال می

عدد رینولدز بحرانی است که در مقادیر کمتر از   ReEاین جدول، 
نواخت پایدار است. در این حالت تمامی آن جریان به صورت یک 

شوند  تر می اغتشاشات در طول زمان به صورت یکنواخت کوچک 
 افتد.و رشد غیرنرمال یا گذرا در سیستم اتفاق نمی

 [2]و   [6]اعداد رینولدز بحرانی برای چند جریان برشی   (1جدول  

 𝐑𝐞𝐄 𝐑𝐞𝑻 𝐑𝐞𝑳 نوع جریان 

 ∞ 2000 5/81 ای پوازی لوله 

 5772 1000 6/49 ای پوازی صفحه 

 ∞ 360 7/20 کوئت صفحه ای 

 1708 1710 1708 انتقال حرارت طبیعی 

 
Re𝐿  تر از آن، سیستم عدد رینولدز بحرانی است که در مقادیر بزرگ

به صورت خطی ناپایدار است. در این حالت به ازای مقادیر رینولدز  
های طولانی نیز ، اغتشاشاتی وجود دارند که در زمان Re𝐿بیشتر از  

کنند و موجب ایجاد ناپایداری ماندگار  شوند و رشد میپایدار نمی 
بهن Re𝑇شوند. می آزمایشات  در  است که  رینولدزی  ازای یز عدد 

شکل و  جریان  گذر  آن،  از  بیشتر  آشفته مقادیر  جریان  گیری 
 شود.مشاهده می

مشخص است، در سه جریان اول،   1همانطور که از مقادیر جدول 
پیش با  تجربی  متفاوت  مشاهدات  خطی  پایداری  تئوری  بینی 

کمتر رینولدز  اعداد  در  آشفته  جریان  و  بحرانی   است  مقادیر  از 
میپیش  شده شکل  رشد گذرای  بینی  علت  به  رخداد  این  گیرد. 

های غیرخطی و گذر جریان از آرام اغتشاشات و فعال شدن ترم 
بنارد،  -به آشفته است. اما در جریان انتقال حرارت جابجایی رایلی

پیش  رایلی  نتایج عدد  با  خطی،  پایداری  تئوری  از  شده  بینی 
م تجربی  بودن مشاهدات  نرمال  تطابق،  این  علت  دارد.  طابقت 

غیرنمایی  معادله  و  رشد گذرا  وجود  و عدم  بر سیستم  ی حاکم 
. در یک سیستم دینامیکی خطی با  [6]اغتشاشات جریان است  

اپراتور غیرنرمال، حتی در صورت وجود پایداری مجانبی )یا همان  
(، رشد  پایداری نمایی یا به عبارت دیگر پایداری در زمان طولانی

گذرای اغتشاشات )یا همان رشد غیرنرمال یا غیر مودال به عبارت 
تواند وجود داشته باشد که در  دیگر رشد انرژی در زمان کوتاه( می

تواند موجب فعال شدن  صورت کافی بودن انرژی اغتشاش می
وضعیت  ترم  به  آرام  وضعیت  از  جریان  گذر  و  غیرخطی  های 

توابع ویژه غیرمتعامد مرتبط با   دیگری مانند جریان آشفته شود.
را تشکیل می  زیرفضایی  اپراتور غیرنرمال،  اعضای  یک  دهند که 

مجانبی  پایداری  برقراری  صورت  در  حتی  زیرفضا  این 
(Asymptotic stability  )-   یعنی مقادیر ویژه مرتبط با این توابع

توانند  در طول زمان می  -ویژه دارای بخش حقیقی منفی باشد  
از   شکل  قبل  در  شوند.  گذرا  رشد  دچار  شدن،  تعبیری    2میرا 

ارائه شده است. در این شکل،   اغتشاش  از رشد گذرای  هندسی 
𝚽1  و𝚽2   دو پایه غیرمتعامد هستند که بردار𝒇  کنند. را ایجاد می 
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 1403  اردیبهشت ،  05، شماره  24دوره    مهندسی مکانیک مدرس  ماهنامه علمی 
 

 
 تعبیر هندسی رشد غیرنرمال یا گذرا  ( 2شکل  

 

های با نرخ 𝚽2و  𝚽1های  با توجه به پایدار بودن مقادیر ویژه، پایه
شود(. سیر کوچک می  𝚽1سریعتر از   𝚽2شوند )متفاوت میرا می

نسبت   𝒇 دهد که در ابتدا اندازه بردار  نشان می  𝒇 تغییرات بردار  
متمایل   𝚽1به اندازه اولیه افزایش یافته و با گذر زمان، به راستای  

  کند.شده و اندازه آن به صفر میل می
-Optimally timeمودهای بهینه وابسته به زمان )   - 3-1

dependent modes ) 
های متعامد، یکه و [ پایه 7در ]   2016بابایی و سپسیس در سال  

مودند که مسیرهایی در فضای فاز را  را معرفی ن  یوابسته به زمان
ناپایداری می شناسایی می به  منجر  این  کند که  اینکه  با  شوند. 

توانند نقش مهمی در  های گذرا عمر محدودی دارند، میناپایداری 
های دیگر  سازی ناپایداری تغییر دینامیک سیستم از طریق فعال

ته باشند  یا ایجاد انتقال انرژی غیرخطی ناگهانی در سیستم داش
در سیستم شوند. آن دائمی  ناپایداری  ایجاد  ها یک  و منجر به 

سازی معرفی کردند که تمرکز آن بر روی تقریب چارچوب کمینه 
کمینه بهینه این  است.  سیستم  دینامیکی  به ی  منتج  سازی 

شود که مسیر تغییرات وابسته دستگاه معادلات دیفرانسیلی می 
پایه  زمان  میبه  تعیین  را  ناپایدارترین  ک ها  بهینه  طور  به  و  ند 

های این  ها در این پژوهش، قابلیت زند. آنمسیرها را تخمین می
های دینامیکی خطی و غیرخطی روش را با اعمال بر روی سیستم

دهند. بلانچارد و همکاران در  های گذرا نشان میحاوی ناپایداری 
های جریان با استفاده  قابلیت کنترل ناپایداری    [9 ,8]در    2019سال  

اختصار   )به  به زمان  وابسته  بهینه  را معرفی  OTDاز مودهای   )
کنترل فرض  با  ها  آن  مشاهدهنمودند.  و  کامل  پذیری  پذیری 

سیستم دینامیکی جریان سیال، مدل کنترلی را برای پایدارسازی 
در   همکاران  و  نمودند. کرن  ارائه  سیال  ناپایداری  1][0جریان   ،

پوآزی صفحه از  Pulsatingدار ) ای ضربان جریان  استفاده  با  را   )
بهینه  نموده مودهای  تحلیل  زمان  به  وابسته  بیان    هاآناند.  ی 

پایداری خطی گذرای درون سیکلی  می کنند که تاکنون بر روی 
پژوهش مهمی صورت نگرفته است و ابزار محاسباتی برای این 

ندارد.   وجود  مودهای  آن تحلیل  پتانسیل  پژوهش،  این  در  ها 
ی وابسته به زمان برای استخراج اطلاعات پایداری خطی  بهینه

 اند.دار را بررسی نمودهگذرا و مجانبی جریان پوآزی ضربان 

شده(، یک اپراتور  اپراتور اورسامرفیلد )اپراتور ناویراستوکس خطی
یی نسبت  ی آن، حساسیت بالاغیرنرمال است و طیف مقادیر ویژه

می  نشان  اغتشاشات  توابعبه  وجود  آن  عامل  که  ی ویژهدهد 
ناپایداری  کنترل  و  شناسایی  است.  در غیرمتعامد  گذرا  های 

مرتبه سیستم دینامیکی  چالش  های  یک  بعنوان  همچنان  بالا 
رود. زیرا رشد غیرنرمال اغتشاشات محاسباتی مهم به شمار می

نی بر مقادیر ویژه قابل  های کاهش مرتبه مودال مبتتوسط روش
و کنترل نیست   بر مقادیر ویژه،  . روش [7]شناسایی  های مبتنی 

در سیستم )یعنی  اغتشاشات  مجانبی  رفتار  اساس  بر  را  ها 
بندی کرده های طولانی( به دو دسته پایدار و ناپایدار تقسیمزمان

و از تشخیص رفتار اغتشات در زمان کوتاه شامل رشد گذرا ناتوان  
کاهشهستند روش  یک  اول،  مرحله  در  مقاله  این  در  مرتبه  . 

پیاده  به زمان تشریح و  وابسته  بهینه  بر مودهای  سازی مبتنی 
است که به صورت بهینه رفتار رشد یا میرایی اغتشاشات در  شده
های گذرا و هایی که ناپایداری های کوتاه و طولانی و جهت زمان

رشد می  را شناسایی میدائمی  دوم، یک نمایدکنند  در مرحله   .
به فوق،  مرتبه  روش کاهش  اساس  بر  منظور  الگوریتم کنترلی 

ی جدیدی که  کنترل رشد اغتشاشات جریان سیال، بر روی مسأله
شود.  سازی میتاکنون توسط این روش حل نشده است، پیاده

قانون کنترلی بر روی سیستم دینامیکی مرتبه پایین حاصل از  
بالا بر زیرفضای تولیدشده از  تم مرتبه تصویر کردن دینامیک سیس

می اعمال  زمان  به  وابسته  بهینه  از  مودهای  هدف  و  شود 
ای کارگیری این الگوریتم کنترلی، به حداقل رساندن رشد لحظهبه

کاهش  فضای  در  در  اغتشاشات  ناپایداری  مفهوم  است.  یافته 
ویژه  سیستم مقادیر  طیف  بررسی  با  همواره  دینامیکی  های 

پایداری  اپراتو تئوری  براساس  است.  بوده  همراه  خطی  رهای 
ی ثابت از معادلات حاکم بر سیستم دینامیکی مودال، یک نقطه

)یعنی یک حالت پایا از سیستم( پایدار است اگر و فقط اگر طیف 
در محدوده  باشند  مقادیر ویژه  پایدار صفحه مختلط  این [11]ی   .

ب سیالات  مکانیک  در  گسترده  طور  به  موضوع هتئوری  در  ویژه 
. اما [13]های برشی به کار گرفته شده است  بررسی پایداری جریان 
جریان  از  بسیاری  و کوئت،  در  پوآزی  جریان  مانند  برشی  های 

تئوری پایداری مودال اعداد رینولدز بحرانی را بالاتر از عدد رینولدز  
می  محاسبه  تجربی  آزمایشات  در  جریان  نوع  گذر  این  در  کند. 

ها، تحلیل غیرمودال تصویر بهتری از فیزیک گذر از جریان  جریان 
 دهد. آرام نسبت به تئوری رایج مودال بدست  می

مبحث کنترل اغتشاشات جریان سیال به سرعت در حال گسترش 
چالش  از  یکی  و  بالای  است  ابعاد  زمینه،  این  در  مهم  های 

سیستمسیستم در  است.  دینامیکی  مانند  های  بالا  مرتبه  های 
های ی محاسباتی بالا، بسیاری از روشریان سیال، بعلت هزینهج

روش نیستند.  سیستم  روی  بر  اعمال  قابل  های  کنترلی 
قابل کاهش  بعلت کاهش  و ملاحظهمرتبه  محاسباتی  هزینه  ی 

سازی بر روی سیستم دینامیکی، مورد استقبال  امکان عملی پیاده 
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گرفته  روش[14]اند  قرار  برخی  کاهش.  روش  مرت های  مانند  به 
یا به    Proper orthogonal decompositionتجزیه متعامد سره )

اند و سایر  ها پیش مورد استفاده قرار گرفته ( ، از سال PODاختصار  
یا به اختصار   Balanced truncationها مانند برش متوازن )روش 

BT( تجزیه متعامد سره متوازن ،)Balanced proper orthogonal 

tiondecomposi    یا به اختصارBPOD  و تجزیه مود پویا    [15]( در
(Dynamic mode decomposition   یا به اختصارDMD در )16]-[18  

شده داده  توسعه  تجزیه   BPODاند.  اخیراً  تکنیک  مودال یک  ی 
از یک سیستم دینامیکی است که می  تواند دو مجموعه مود را 

ورودی  خروجی شامل  و  کند  ها  استخراج  مشخص  . [19]های 
برای کنترل ورودی  هستند که  خارجی  تحریک  یا  اغتشاش  ها، 

می گرفته  کار  به  سیال  خروجیجریان  معمولاً  شوند.  نیز  ها 
هایی هستند که  ی سنسورها و یا کمیت هشدگیری های اندازهداده 
بایست توسط یک مدل شناسایی شوند. این روش، تقریبی از  می

روشی  عنوان  به  تئوری کنترل  در  است که  متوازن  برش  روش 
کنترل  کردن  متوازن  برای  مشاهدهاستاندارد  و  پذیری  پذیری 

مرتبه ذکر شده در  های کاهش. روش [20]رود  سیستم به کار می
ناپایداری شناسا روش یی  هستند.  چالش  دچار  غیرنرمال  های 

مرتبه در    PODی  کاهش  لاملی  توسط  بار  اولین  در    [21]برای 
روش  این  شد.  واقع  استفاده  مورد  و  معرفی  سیالات  مکانیک 

و  کاهش  مزایا  دارای  سیالات  دینامیکی  مسائل  حل  در  مرتبه، 
د و یکه  های برداری متعامای از پایههایی است و مجموعهضعف

بدست می ابعاد  مدلی کاهش با حداقل  از میدان دهد که  یافته 
این  PODهای روش . از جمله ضعف[22 ,19]  کندجریان ایجاد می

ها نه بر اساس اهمیت است که مودها را بر اساس میزان انرژی آن
آن  می دینامیکی  مرتب  روشن  ها  روش،  این  در  همچنین  کند. 

سازی مناسب سیستم برای مدل  PODنیست که چه تعداد مود  
بعدی  جریان سه   23]-[25دینامیکی موردنیاز است. ماندی و تایرا در  

را توسط این روش    NACA0012آشفته جداشده عبوری از ایرفویل  
در یک سیستم پایدار خطی، رشد  اند.مورد حل و بررسی قرار داده

ی  ای اغتشاشات حاضر در میدان جریان هرچند دارای انرژلحظه 
 تواند موجب واگرایی اغتشاش و ناپایداری سیستم شود کم، می

روش  [26] از  آمده  بدست  مودهای  اگرچه   .POD  میزان نظر  از   ،
در   موجود  انرژی  تمامی  تقریباً  و  هستند  بهینه  مودها  انرژی 

 PODشوند، اما در بسیاری مسائل، مودهای  ها را شامل میداده 
رکین مناسب نیستند؛ زیرا  برای استفاده در روش تصویرسازی گال

کم مودهای  میبعضی  دینامیک  انرژی  در  بالایی  تأثیر  توانند 
کاهش  مودهای  میان  در  که  درحالی  بگذارند.  ی یافتهسیستم 

POD  نمی روش  قرار  سیستم  PODگیرند.  دینامیکی برای  های 
های برشی( ضعیف غیرنرمال با رشد گذرا )برای مثال در جریان 

لًا مودهای با محتوای انرژی پایین ولی دارای کند و  عمعمل می
می که  بالا  انرژی  رشد  موجب  نرخ  غیرخطی  رشد  با  توانند 

های اشاره  روش   .[8]  کندناپایداری سیستم شوند را شناسایی نمی

های ی بالا حتی برای جریان شده در بالا به زیرفضاهایی با مرتبه 
صفحه ساده پوآزی  مانند  ک ای  دارند  نیاز  هزینه  ای  عملًا  ه 

می بالا  شدت  به  را  پژوهش،  [3]برد  محاسباتی  این  از  هدف   .
مرتبه مبتنی بر مودهای بهینه وابسته  سازی روش کاهشپیاده 

تر به زمان است که قادر است با داشتن ابعادی به مراتب پایین
روش به  فوق نسبت  ناپایداریهای  و  های الذکر،  گذرای    دائمی 

جریان دینامیکی  نماید.   سیستم  کنترل  و  شناسایی  را  سیال 
معرفی شده است و ابعاد   [7]مفاهیم این روش، برای اولین بار در  

دهد )یعنی  یک سیستم را به صورت سازگار دینامیکی کاهش می 
مدل ویژگی در  اصلی  سیستم  تأثیرگذار  و  دینامیکی  های 
مودهای  کاهش  است(.  شده  حفظ  از  مجموعه   OTDیافته  ای 

متع زمان بردارهای  به  وابسته  صورت  به  که  هستند  امدیکه 
میجهت  دنبال  فاز  فضای  در  را  رشد  هایی  به  منتج  که  کنند 

می جریان  ناپایداری  و  مودهای  اغتشاش  بعلت    OTDشوند. 
رغم تعداد  ها علیتوانایی بالا در شناسایی جهات رشد ناپایداری 
گزینه پایین،  محاسباتی  هزینه  و  مودها  برای کم  مناسبی  ی 

منظور پایدارسازی  سازی یک الگوریتم کنترلی بهراحی و پیاده ط
   ای سیستم دینامیکی جریان سیال هستند.لحظه 

 معادلات حاکم بر مودهای بهینه وابسته به زمان   - 2
محدود بعد  با  سیستمی  تغییرات  دینامیک  صورت  اگر  �̇�به  =

𝑭(𝒛)   ،رابطه این  در  𝒛(𝑡)تعریف گردد، که  ∈ ℝ𝑑  وضعیت بردار 
در زمان  :𝑭و  𝑡سیستم  ℝ𝑑 → ℝ𝑑  فرض با  باشد،  برداری  میدان 

( ثابت  نقطه  یک  حداقل  سیستم   Fixed point  )𝒛𝑒اینکه  در 
�̇�(𝒛𝑒)موجود باشد که در آن   = گاه مسیرهای شروع شده از  ، آن 0
نقطه منحرف شده و    به سرعت از این 𝒛𝑒 نزدیکی نقطه تعادلی  

گرایند. روند تغییرات زمانی می 𝓐به  وضعیت جاذب متفاوت  
اغتشاشات بسیار کوچک حول یک وضعیت معین به صورت زیر  

 شود: تعریف می
�̇�𝑖 = 𝐿(𝑧)𝑢𝑖 ,    1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 (3)  

رابطه  𝑳(𝒛)فوق،    در  = ∇𝑭(𝒛) ∈ ℝ𝑑×𝑑   ژاکوبی در  𝑭ماتریس 
و وضعیت  𝑳(𝒛)باشد.  می 𝒛نقطه  به زمان  وابسته  اپراتور خطی 
) 𝒛(𝒕)ای  لحظه  رابطه  تئوری،  نگاه  در  می3است.  برای (  تواند 

های سیستم به کار ها حول وضعیت دنبال کردن مسیر ناپایداری 
پذیر نیست؛ زیرا مقدار  گرفته شود. اما در عمل این کاربرد امکان 

اغتشاشات   𝑖=1{𝒖𝑖(𝑡)}مؤلفه 
𝑟 مو راستای  اپراتور  در   𝑳(𝒛)دهای 

های به اندازه کافی طولانی، به صورت ( در زمان3منتج از رابطه )
یابد، اما زاویه میان مودها  سرعت کاهش یا افزایش میمجزا و به 

می  صفر میل  اغتشاش نیز به سمت  ردیابی  امکان  عملًا  و  کند 
برای  ندارد.  وجود  دینامیکی  سیستم  اصلی  مودهای  توسط 

مجموع معادله  همحاسبه  از  کارآمد  مودهای  یا  جهات  از  ای 
 {𝒖𝑖(𝑡)}پیشنهاد دادند که   [7](، بابایی و سپسیس در  3تغییرات )

بایست به صورت پیوسته در زمان، یکه و متعامد شوند. یک می
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 1403  اردیبهشت ،  05، شماره  24دوره    مهندسی مکانیک مدرس  ماهنامه علمی 
 

اشمیت بر روی -راه برای برقراری این قید، اعمال الگوریتم گرام 
𝑖=1{𝒖𝑖(𝑡)}های پایه

𝑟 ه در طول زمان با شروع از  به صورت پیوست
𝒖1 های متعامد، یکه و  ها پایهها است. آنو ادامه به سایر پایه

وابسته به زمان را با عنوان مودهای بهینه وابسته به زمان معرفی 
کند که منجر  را شناسایی می  نمودند که مسیرهایی در فضای فاز 

ای گذرا عمر  هشوند. با اینکه این ناپایداری به ناپایداری گذرا می
توانند نقش مهمی در تغییر دینامیک سیستم  محدودی دارند، می

فعال  طریق  ناپایداری از  انرژی سازی  انتقال  ایجاد  یا  دیگر  های 
ایجاد   به  منجر  و  باشند  داشته  سیستم  در  ناگهانی  غیرخطی 

آن شوند.  سیستم  در  دائمی  چارچوب  ناپایداری  یک  ها 
ی  رکز آن بر روی تقریب بهینه کنند که تمسازی معرفی می کمینه

کمینه این  است.  سیستم  دستگاه دینامیکی  به  منتج  سازی 
شود که مسیر تغییرات وابسته به زمان معادلات دیفرانسیل می

کند و به طور بهینه ناپایدارترین مسیرها را  ها را تعیین میپایه
 زند. تخمین می

بسته به زمان های وا[، یافتن پایه7شده در ] هدف از روش معرفی 
𝒖𝑖(𝑡)  ی  است، طوری که تابع فاصله𝐹  :کمینه شود 

2𝐹 = ∑

𝑟

𝑖=1

‖
𝜕𝑢𝑖(𝑡)

𝜕𝑡
− 𝐿(𝑆𝑡, 𝑡)𝑢𝑖(𝑡)‖

2

 (4 )  

( معادل با  4سازی )توان اثبات نمود که برقراری رابطه کمینهمی
 باشد:حل مجموعه معادلات زیر می 

3�̇�𝑖 = 𝐿(𝑧)𝑢𝑖 − 〈𝐿(𝑧)𝑢𝑖 , 𝑢𝑖〉𝑢𝑖 − ∑

𝑖−1

𝑘=1

(〈𝐿(𝑧)𝑢𝑖 ,

𝑢𝑘〉 + 〈𝐿(𝑧)𝑢𝑘 , 𝑢𝑖〉)𝑢𝑘 ,    1

≤ 𝑖 ≤ 𝑟 

(5)  

( رابطه  می5در  رابطه  این  در  داخلی  ضرب  صورت (،  به  بایست 
رابطه   این  در  شود.  محاسبه  حل  میدان  روی  ها  𝒖𝑖انتگرال 

𝑖=1{𝒖𝑖}و مجموعه   OTDمودهای  
𝑟   زیرفضایOTD   است. معادلات

OTD توان در فرم ماتریسی به صورت زیر نوشت:را می 

�̇� = 𝐿𝑈 − 𝑈(𝑈𝑇𝐿𝑈 + 𝛷) = 𝐿𝑈 − 𝑈𝐿𝑟 (6)  

  یک تانسور پادمتقارن دلخواه است. 𝚽در این رابطه 

 OTDمعادلات حاکم بر کنترل سیستم توسط مودهای   - 3
کوچک   بسیار  اغتشاش  زمانی  ′𝒛تغییرات  ∈ ℝ𝑝  نقطه حول 

توسط سیستم دینامیکی کنترل خطی  𝒛𝑒تعادلی )یا نقطه ثابت(  
 : [8]شود  زیر توصیف می

�̇� = 𝐹(𝑧) + 𝐵𝑐 (7 )  

با تعریف تصویر اغتشاش فضای فیزیکی در زیرفضای حاصل از  
صورت    OTDمودهای   𝜼به  = 𝑼𝑻𝒛′  کنترلی ماتریس  تعریف  و 

𝑩𝒓( به صورت Reduced control matrixیافته )کاهش  = 𝑼𝑇𝑩 ∈

 
 

 

ℝ𝑟×𝑝 ی  یافته، معادله تغییرات زمانی اغتشاش در فضای کاهش
OTD شود: به فرم زیر تبدیل می 

�̇� = 𝐿𝑟(𝑧)𝜂 + 𝐵𝑟𝑐 (8)  

𝒄اگر بردار کنترل به صورت   = 𝐾𝑟𝜂  تعریف شود که در این رابطه
𝑲𝑟 ∈ ℝ𝑝×𝑟  کاهش فیدبک  بهره  )ماتریس   Reducedیافته 

feedback gain matrix( رابطه  است،  به  8(  ساده (  زیر  صورت 
 شود: می

�̇� = 𝐿𝑟,𝑐𝜂 (9)  

فوق،   رابطه  𝑳𝑟,𝑐در  = 𝑳𝑟 + 𝑩𝑟𝑲𝑟 کاهش خطی  یافته اپراتور 
)حلقه  میclosed-loop reduced linear operatorبسته  باشد. ( 

𝑳𝑟,𝑐 ی آن یک اپراتور وابسته به زمان است؛ بنابراین مقادیر ویژه
نیستند. برای این اپراتور،  ‖𝜼‖معیار مناسبی برای رشد یا کاهش  

 ‖𝜼‖ای تغییرات  ی بخش متقارن، نشانگر رفتار لحظه مقادیر ویژه
 است:

4
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝜂‖2 =

⟨𝐿𝑟,𝑐𝜂, 𝜂⟩ + ⟨𝜂, 𝐿𝑟,𝑐𝜂⟩

2
= ⟨𝜂, 𝑆𝑟,𝑐𝜂⟩ 

(10)  

لازم است که اندازه اغتشاش در   𝒛𝑒برای پایدارسازی نقطه ثابت 
dیافته در طول زمان کاهش یابد؛ یعنی  فضای کاهش 

d𝑡
‖𝜼‖2 < 0 

یافته حلقه بایست بخش متقارن اپراتور کاهش که در نتیجه می
𝑺𝑟,𝑐بسته   =

1

2
(𝑳𝑟,𝑐 + 𝑳𝑟,𝑐

𝑇)( منفی معین  ،Negative definite  )
به  الذکر  باشد. نیروی کنترلی مورد نیاز برای رسیدن به شرط فوق

 شود: صورت زیر محاسبه می
𝑓𝑐 = 𝐵𝑐 = 𝑈𝑄𝑑𝑖𝑎𝑔[−(𝜆𝑖

+ 𝜁)ℋ(𝜆𝑖)]𝑄𝑇𝑈𝑇(𝑧

− 𝑧𝑒) 

(11)  

رابطه   این  ) ℋدر  هویساید  Heaviside function  ،)𝜁تابع  ∈ ℝ+ 
میرایی،  𝑸 پارامتر  ∈ ℝ𝑟×𝑟   بردار حاوی  یکه  متعامد  ماتریسی 

ماتریس  ویژه 𝑖=1{𝜆𝑖}و   𝑺𝑟,𝑐های 
𝑟 ویژه ماتریس  مقادیر    𝑺𝑟,𝑐ی 

اند. تابع هویساید  هستند که به صورت ناپایدار تا پایدار مرتب شده
ℋ  از جهاتی  در  فقط  کنترلی  نیروی  که  است  این  متضمن 

می عمل  یافته  ناپایدزیرفضای کاهش  رشد  موجب  اری کند که 
میزان شدت نیروی کنترلی  𝜁شوند. همچنین پارامتر میرایی می

 [: 8توان نشان داد ] کند. در این حالت میرا تعیین می

5
1

2

𝑑

𝑑𝑡
‖𝜂‖2 = −𝜁 ∑

𝜆𝑖⩾0

�̂�𝑖
2 + ∑

𝜆𝑖<0

𝜆𝑖�̂�𝑖
2 (12)  

�̂�در این رابطه   = 𝑹𝑇𝜼 = �̂�𝑖𝒆𝑖( مشخص است که  12. از رابطه )
زمانی   به  ‖𝜼‖تغییرات  جریان  وضعیت  و  است  منفی  همواره 

  شود.نزدیک می 𝒛𝑒حالت پایای 
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Volume 24, Issue 05, May 2024  Modares Mechanical Engineering 
 

 سازی اعتبارسنجی و نتایج شبیه   -4
در این مقاله، حل معادلات ناویراستوکس جریان سیال از روش 

یا به    Direct numerical simulationسازی عددی مستقیم )شبیه
به    NEKTAR++  [27, 28]باز  گر متن( و به کمک حلDNSاختصار  

( طیفی  المان  شده Spectral element methodروش  انجام   )
جریان   حل  نتایج  اعتبارسنجی  منظور  به  ابتدا  ادامه،  در  است. 

DNS  محاسبه مودهای ،OTD    و  صحت و دقت الگوریتم کنترل
شبیهجریان،   تراکمنتایج  سیال  جریان  دوبعدی سازی  ناپذیر 

عبوری از روی استوانه در دو حالت بدون کنترل و اعمال الگوریتم  
مرجع   نتایج  با  و  ارائه  صحه   [9]کنترلی،  و  شده مقایسه  گذاری 

 است. سپس الگوریتم کنترلی بر روی جریان عبوری از استوانه  

Re  50  با مرزی متغیر با زمان در معرض اغتشاشات با منشأ   =
شود. شکل سازی شده و نتایج آن ارائه میبرای نخستین بار پیاده 

 OTDشماتیک سیر مراحل حل جریان پایه، محاسبه مودهای    3
زمانی   یک گام  برای  را  جریان  میدان  بر  وارد  نیروی کنترلی  و 

  کند.توصیف می 
ناپایداری سیکل محدود جریان عبوری از استوانه    - 1-4

 سنجی روش و نتایج( )صحت 
پذیر با چگالی ثابت در یک جریان دوبعدی سیال نیوتنی غیرتراکم 

𝜌 لزجت سینماتیکی  ،𝜈  ای با قطر عبوری از استوانه𝐷  با سرعت
یکنواخت   آزاد  برای   𝑈𝒆𝑥جریان  بعد  بدون  حاکم  معادلات   ،

 شود: جریان پایه به صورت زیر تعریف می

6
𝜕𝑈𝑏

𝜕𝑡
+ (𝑈𝑏 . 𝛻)𝑈𝑏 = −𝛻𝑝𝑏 +

1

𝑅𝑒
𝛻2𝑈𝑏 (13-1)  

 
𝛻 ⋅ 𝑈𝑏 = 0 (13-2)  

شرط  و  جسم  دیواره  مرز  در  لغزش  عدم  مرزی  شرط  همچنین 
مرزی جریان یکنواخت در مرزهای میدان به ترتیب از روابط زیر  

 شود: میبیان 
7𝑈𝑏 | 𝛤𝐶𝑦𝑙𝑖𝑛𝑑𝑒𝑟

= 0 (14-1 )  

 
8 𝑙𝑖𝑚

𝑥,𝑦→∞
 𝑈𝑏 = 𝑒𝑥 (14-2 )  

توسط   طول  و  زمان  سرعت،  فوق،  معادلات  قطر در  پارامترهای 
آزاد  𝐷استوانه   جریان  سرعت   ،𝑈   رینولدز عدد  Reو  = 𝑈𝐷/𝜈 

 اند.  بدون بعد شده

 
 

 

 

 

 
مودهای    ( 3شکل   محاسبه  پایه،  جریان  حل  مراحل  و    OTDشماتیک 

 نیروی کنترلی در یک گام زمانی 

 

 گردد: به صورت روابط زیر بیان می   OTDهمچنین معادله مودهای  

9
𝜕𝑢𝑖

𝜕𝑡
= 𝐿𝑁𝑆(𝑢𝑖) − 〈𝐿𝑁𝑆(𝑢𝑖), 𝑢𝑖〉𝑢𝑖

− ∑

𝑖−1

𝑘=1

(〈𝐿𝑁𝑆(𝑢𝑖), 𝑢𝑘〉

+ 〈𝐿𝑁𝑆(𝑢𝑘), 𝑢𝑖〉)𝑢𝑘  

(15-1)  

 
10𝛻 ⋅ 𝑢𝑖 = 0 (15-2)  

شرط مرزی دیواره و شرط مرزی مرزهای دامنه حل نیز از روابط  
 گردد: زیر مشخص می

11𝑢𝑖 | 𝛤𝐶𝑦𝑙𝑖𝑛𝑑𝑒𝑟
= 0 (16-1)  

 
𝑙𝑖𝑚

𝑥,𝑦→∞
 𝑢𝑖 = 0 (61-2)  

رابطه )در  با  𝑳NS(، 1-15ی  است که  ناویراستوکس  اپراتور خطی 
 شود: به صورت زیر تعریف می 𝑼𝑏ای استفاده از سرعت لحظه 

12𝐿𝑁𝑆(𝑢𝑖) = −(𝑈𝑏 . 𝛻)𝑢𝑖 − (𝑢𝑖 . 𝛻)𝑈𝑏

+
1

𝑅𝑒
𝛻2𝑢𝑖 − 𝛻𝑝′𝑖  

(17)  

برای    OTDدر ادامه، نتایج حل معادلات جریان پایه و معادلات  
 [ مرجع  در  شده  تعریف  شرایط  با  استوانه  روی  ارائه  9جریان   ]

Re  47گردد. برای جریان روی استوانه به ازای  می جریان پایه   =
متقارن   پایای  وضعیت  می 𝑼𝑒از  زمان خارج  در  و  های شود 

( محدود  سیکل  یک  سمت  به  صورت Limit cycleطولانی  به   )
( گردابه  پشت  Vortex sheddingریزش  می(  میل  کند جسم 

Re  50[. در  30و29]  دقیقاً یک جفت مقدار ویژه ناپایدار مختلط  =
برای اپراتور خطی ناویراستوکس وجود دارد. در این مسأله، شرایط  

مودهای   زیرفضای    OTDاولیه  صورت  sin(𝑚𝑦)𝒆𝑥}به  +

cos(𝑚𝑥)𝒆𝑦}
𝑚=1

𝑟 گرام روش  توسط  که  است  شده  - تعریف 
برای انتخاب  تعامد شده است.  ی حل یکه و ماشمیت روی دامنه
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 1403  اردیبهشت ،  05، شماره  24دوره    مهندسی مکانیک مدرس  ماهنامه علمی 
 

( و عدد  CFL numberگام زمانی مناسب، دو معیار عدد کورانت )
بایست مدنظر قرار بگیرد. عدد ( می Strouhal numberاشتروهال )
𝑆𝑡اشتروهال ) =

𝑓×𝐷

𝑈
( در جریان دوبعدی روی استوانه با مقادیر  

تخمین   2/0تا    1/0توان در محدوده  مسأله حاضر را می   پارامترهای 
  =7Tهای ریزش گردابه در حدود ؛ یعنی دوره زمانی سیکل[31]زد 

، حداقل  2/0)بدون بعد( خواهد بود. با اتخاذ گام زمانی کمتر از  
گام زمانی در هر سیکل نوسان وجود خواهد داشت. بنابراین،   30

محدودکننده گام پارامتر  انتخاب  عدد    ی  مسأله،  این  در  زمانی 
منظور برقراری شرایط  سازی حاضر، بهکورانت خواهد بود. در شبیه 

شرط   حل،  پایداری  و  همگرایی  CFL  5/0مناسب  معیار     >
است   بوده  زمانی  برای حل معادلات جریان  و    [32]انتخاب گام 

OTD ،005/0 Δ𝑡پایه و   )بدون بعد( در نظر گرفته شده است. =
بدون اعمال    OTDی مودهای  جریان و محاسبه   DNSحل    - 1-1-4

 نیروی کنترلی 
حالت  دو  برای  پایه  جریان  ورتیسیتی  کانتور  بخش،  این  در 

ای و جریان پایای متقارن، ورتیسیتی مودهای اول و دوم  لحظه 
OTD  ( برآ  ضریب  زمانی  تغییرات  گراف  همچنین   Liftو 

coefficient  پشت محدود  سیکل  ناپایداری  وجود  حالت  در   )
گذاری شده مقایسه و صحه   [9]استوانه ارائه شده و با نتایج مرجع  

است. برای جلوگیری از پرش و عدم پیوستگی در مقادیر نیروی  
(، تابع هویساید را  11ی )توان در رابطهوارده بر میدان جریان، می 

ی نیروی کنترلی سبه محارا در    OTDحذف نمود و تمامی مودهای  
زیر محاسبه    وارد نمود. در نتایج ارائه شده، نیروی کنترلی از رابطه

 سازی شده است:و پیاده 
𝑓𝑐,𝑎𝑙𝑙 = 𝑈𝑄𝑑𝑖𝑎𝑔[−(𝜁)]𝑄𝑇𝑈𝑇(𝑧 − 𝑧𝑒) (18)  

جریان    DNSنتایج ضریب آیرودینامیکی برآ حاصل از حل    4شکل  
Re 50را به ازای    [9]روی استوانه در پژوهش حاضر و مرجع   را  =

می مرجع    دهد.نشان  انتخاب  معیار    [9]علت  عنوان  به 
سنجی روش، تشریح مناسب پارامترهای ورودی مسأله و  صحت 

شبیه نتایج  مودهای  ارائه  و    OTDسازی  بدون کنترل  در حالت 
است. کنترل  دارای  ای  حالت  است  بذکر  پایدارسازی  دهلازم  ی 

و  معرفی  [8]، نخست در مرجع  OTDجریان سیال توسط مودهای 
توسعه داده شده است و در حال حاضر مرجع    [9]سپس در مرجع  

پایدارسازی   اهمیت  علت  ندارد.  وجود  موضوع  این  با  دیگری 
این نیرو موجب   این است که نوسان و تغییر جهت  نیروی برآ 

 شود.در معرض ناپایداری می ایجاد نوسان و ارتعاش در جسم 
شکل   از  که  ناپایداری    4همانطور  وضعیت  در  است،  مشخص 

جریان در    DNSسیکل محدود، ضریب برآی استوانه حاصل از حل  
دارد. همچنین    [9]پژوهش حاضر، انطباق خوبی با نتایج مرجع  

است که با    =75/7Tپریود زمانی سیکل تغییرات ضریب برآ نیز  
دهنده انطباق خوب  اختلاف دارد و نشان   %5/0،  [9]نتایج مرجع  
 نتایج است.

 
برآ  ( 4شکل   محدود   در  ضریب  سیکل  حالت  در  استوانه  روی    جریان 

 )محورها بدون بعد( 

 

 

 
 )الف( 

 
 ( )پ 

 
 ( )ب 

 
 ( )ت 

مودهای    ( 5شکل   ورتیسیتی  ناپایای  یافته  دوران   OTDکانتور  در حالت 
.  OTD( مود دوم  پ و ت  .OTD( مود اول  و ب   الف  .سیکل محدود استوانه

 . [9]الف و پ( نتایج پژوهش حاضر.  ب و ت( تصاویر مستقیم مرجع 

 
را برای حالت ناپایای   OTDکانتور توزیع مود اول و دوم    5شکل  

دهد. در این شکل، ناپایدار در وضعیت سیکل محدود نشان می 
ژوهش  ناپایا در پ  OTDسنجی محاسبه مودهای  منظور صحت به

نیز آورده   [9]حاضر، نتایج کانتورهای متناظر ارائه شده در مرجع  
شده است که گواه انطباق مناسب کیفی و کمّی نتایج دو پژوهش  

در پژوهش حاضر   OTDو صحت روش و نتایج محاسبه مودهای 
منظور مقایسه، کانتور  ، به5باشد. لازم به ذکر است در شکل  می

دوران  مودهای  مودهای   𝑼𝑸ته  یافورتیسیتی    OTD)چرخش 
معرفی شده    3که در بخش   𝑸توسط ماتریس دوران متعامد یکه 

 است( ترسیم شده و مبنای مقایسه قرار گرفته است. 
را برای حالت پایای    OTDکانتور توزیع مود اول و دوم    6شکل  

مشخص است، در    6دهد. همانطور که از شکل متقارن نشان می 
و دوم   اول  پایای متقارن، شکل مودهای  به   OTDحالت  شبیه 

این دو   این تفاوت که میان توزیع ورتیسیتی  با  یکدیگر است؛ 
شود. در بخش بعدی نشان داده مود، اختلاف زمانی مشاهده می

امی اعمال  با  توزیع  شود که  جریان،  میدان  بر  لگوریتم کنترلی 
مودهای   شکل    OTDورتیسیتی گذرای  توزیع    5از وضعیت  به 

 کند. میل می 6ورتیسیتی در شکل 
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 )الف( 

 
 ( )ب 

در حالت پایای متقارن استوانه الف(    OTDکانتور ورتیسیتی مود    (6شکل  
 OTDب( مود دوم  OTDمود اول 

 
با اعمال    OTDی مودهای  جریان و محاسبه   DNSحل    - 2-1-4

 الگوریتم کنترلی 
بر روی مسأله تشریح شده  الگوریتم کنترلی  قسمت،  این  ی  در 

سازی شده و نتایج آن ارائه شده و  ارائه شده در بخش قبل پیاده
 گذاری است. مقایسه و صحه  [9]با نتایج مرجع 

مشابه مسأله  در این مسأله، شرایط مرزی، شرایط اولیه و هندسی  
کانتور توزیع ورتیسیتی جریان پایه   7قسمت قبل است. در شکل  

و توزیع نیروی کنترلی اعمالی بر میدان جریان حول استوانه برای  
Re 50  شرایط = ،    1/0  𝜁 𝑟  2  و  = ی زمانی نشان در چند نقطه =

در   نیروی کنترلی  است،  است. همانطور که مشخص  داده شده 
( مقادیر بزرگی دارد و در طول زمان با =30tابتدای شروع کنترل )

مقدار   جریان،  میدان  محدود  سیکل  ناپایداری  میزان  کاهش 
یابد و در پایان با گرایش وضعیت نیروی کنترلی نیز کاهش می

ه حالت پایای متقارن، نیروی کنترلی نیز به مقدار  جریان پایه ب
 کند.صفر میل می 

 
 )الف( 

 
 ( )ث 

 
 ( )ب 

 
 ( )ج 

 
 ( )پ 

 
 ( )چ 

 
 ( )ت 

 
 ( )ح 

Re  50  ای با شرایطکانتور توزیع ورتیسیتی لحظه   ( 7شکل   =،  1/0  𝜁   و   =
2  𝑟 الف،ب،پ،ت( جریان پایه     ث،ج،چ،ح( نیروی کنترلی اعمالی    .  =

    =60t(   ب و ج(  =30tبر میدان جریان  الف و ث( زمان شروع کنترل )
 =120tت و ح(       =90tپ و چ( 

 
تغییرات ضریب برآی استوانه قبل و پس از اعمال نیروی کنترلی    ( 8شکل  

 )محورها بدون بعد(  =30tدر 

 
روند تغییرات ضریب برآ را در شرایط قبل و بعد   8همچنین شکل  

دهد. همانطور که نشان می  =30tاز اعمال نیروی کنترلی در زمان  
جریان،   میدان  بر  نیروی کنترلی  اعمال  از  پس  است،  مشخص 
حرکت  پایا  تعادلی  وضعیت  سمت  به  سرعت  به  پایه  جریان 

  است.کند و نوسانات ضرایب آیرودینامیکی از بین رفتهمی
کنترل ناپایداری جریان روی استوانه در معرض اغتشاش    - 2-4

 مان مرزی ماندگار متغیر با ز 
کنترل   روش  اثربخشی  و  قابلیت  بخش،  این  در    OTDدر 

پایدارسازی اغتشاش خارجی ماندگار و پریودیک متغیر با زمان  
کنترلی  به روش  و  خارجی  اغتشاش  مختلف  پارامترهای  ازای 

)شامل دامنه، تعداد مودها و پارامتر میرایی کنترلی( مورد ارزیابی 
ها و  قرار گرفته که نوآوری و گام مهمی در جهت شناخت قابلیت 

روش کنترل   شم  OTDتوسعه  الگوریتم  ار میبه  ادامه،  در  رود. 
کنترل  برای  زمان  به  وابسته  بهینه  مودهای  با  جریان  کنترل 
ناپایداری ناشی از اغتشاش مرزی متغیر با زمان با همان تعریف  

پیاده قبل  قسمت  شدهمسأله  رابطهسازی  اغتشاش است.  ی 
وابسته به زمان وارد بر سیستم از مرز ورودی به صورت زیر در نظر  

 است:ته شدهگرف
𝑢′𝑖𝑛𝑙𝑒𝑡(𝑡)

= 𝐴|𝑠𝑖𝑛(2𝜋𝑓𝑡)|𝑒𝑥 −1 ≤ 𝑦 ≤1 

 

(19)  

بر    فرکانس اغتشاش سوار 𝑓ی اغتشاش و دامنه  𝐴در این رابطه، 
می میدان  ورودی  مرز  از  آزاد  شکل  جریان  شماتیک   9باشد. 

ورودی نحوه مرز  در  زمان  با  متغیر  اغتشاشی  ورودی  اعمال  ی 
را نشان می الگوریتم  سیستم  این بخش، کارکرد  ادامه  در  دهد. 

پارامترهای   تغییر  ازای  به  مودهای    𝑟کنترلی   𝐴(،  OTD)تعداد 
امتر میرایی( ارزیابی شده و )پار 𝜁ی اغتشاش ورودی( و  )دامنه 

 شود. سازی و روند تغییرات نیروی برآ ارائه مینتایج شبیه
ی زمانی با  ، روند پایدارسازی جریان پایه را در چند نقطه10شکل 

𝐴 05/0شرایط   =   ،1/0 𝑓 =  ،50  Re =  ،1/0  𝜁 𝑟  2و   = در   = و 
زمانی   Δ𝑡  40فواصل  نشان  = کنترل  اعمال  زمان  از  شروع  با 

حضور  می در  است،  مشخص  شکل  این  در  که  همانطور  دهد. 
بر   مبتنی  جریان  الگوریتم کنترل  نیز  ورودی  اغتشاش  دائمی 

 ، اثربخشی مناسبی دارد.OTDمودهای 
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 اعمال ورودی اغتشاشی پریودیک متغیر با زمان در مرز سیستم   ( 9شکل  

 

 
 )الف( 

 
 ( )ب 

 
 ( )پ 

 
 ( )ت 

ای جریان روی استوانه حاوی اغتشاش  کانتور ورتیسیتی لحظه   ( 10شکل 
𝐴 05/0( با شرایط  19ورودی ) =         ،1/0 𝑓 =  ،50  Re =  ،1/0 𝜁 𝑟 2و   = = 

Δ𝑡  40در فواصل زمانی   با شروع از زمان اعمال کنترل  =

 
𝑟 1، روند تغییرات ضریب برآ در دو حالت  11در شکل   𝑟  2و   = = 

ازای   𝐴  01/0به  =  ،1/0  𝜁 𝑓  1/0و   = مقایسه  = یکدیگر  با 
 %5ی نوسانات نیروی برآ در این شرایط، حدود  است. دامنهشده

همانطور که بیشتر از حالت جریان ورودی بدون اغتشاش است. 
استفاد  11در شکل   حالت  در  است،  مود مشخص  یک  تنها  از  ه 

OTD  الگوریتم کنترلی قادر به پایدارسازی جریان و ایجاد نیروی ،
نمی ثابت  حالت  درحالیباشد.  برآی  در  𝑟  2که  پایدارسازی   =
آید. در شکل  افتد و ضریب برآی ثابت بدست میجریان اتفاق می 

𝐴  01/0، روند تغییرات ضریب برآ در سه حالت 12 = ،02/0  𝐴 و  =
05/0 𝐴 ازای   = 𝑟  2به  =  ،1/0  𝜁 𝑓 1/0و   = یکدیگر مقایسه  = با 

 است.شده
𝐴 05/0ی نوسانات نیروی برآ در حالت  ، دامنه 12در شکل   =  ،22 %  

این  بی همچنین  است.  اغتشاشی  ورودی  بدون  حالت  از  شتر 
ی اغتشاش ورودی بیشتر  شود که هرچه دامنهنتیجه دریافت می 

ی نوسانات سیستم و انرژی لازم برای کنترل سیستم باشد، دامنه 
پایدار  حالت  به  سیستم  میل کردن  زمان  مدت  و  است  بیشتر 

 یابد.افزایش می

 
𝑟 1برآی استوانه در دو حالت  تغییرات ضریب    ( 11شکل   𝑟 2و   = به ازای   =

01/0 𝐴 =  ،1/0 𝜁 𝑓 1/0و   = زمان    - = از  𝑡  40شروع کنترل  )محورها   =
 بدون بعد( 

 

 
𝐴 01/0تغییرات ضریب برآی استوانه در سه حالت    ( 12شکل  =  ،02/0 

𝐴 𝐴  05/0و   = 𝑟  2به ازای   = =  ،1/0 𝜁 𝑓 1/0و   = شروع کنترل از    - =
𝑡  40زمان   )محورها بدون بعد(  =

 

 
𝜁  1/0تغییرات ضریب برآی استوانه در سه حالت    ( 13شکل   =  ،25/0  

𝜁 𝜁 0/1و   = 𝑟  2به ازای   = =  ،01/0  𝐴 𝑓  1/0و    = شروع کنترل از    - =
𝑡  40زمان   )محورها بدون بعد(  =

 
𝜁  1/0تغییرات ضریب برآ را برای سه حالت  ،  13شکل   =  ،25/0  

𝜁 𝜁  0/1و   = ازای   = 𝑟  2به  =  ،01/0  𝐴 𝑓  1/0و    = نشان   =
ازای ضریب    دهد.می به  است،  نتایج مشخص  از  همانطور که 

ی نوسانات نیروی برآ با نرخ بیشتری  میرایی بزرگتر، کاهش دامنه 
انرژی لازم برای کنترل  افتد. میاتفاق می  توان با تحلیل میزان 

سیستم، ضریب میرایی بهینه را بدست آورد. همچنین با افزایش 
وارد بر میدان جریان، بیش از حد ضریب میرایی، نیروی کنترلی  

  موجب برهم زدن الگوی جریان پایه شده و الگوریتم کنترلی قادر 
  به پایدارسازی جریان نخواهد بود.

 گیری بحث و نتیجه   - 5
ی وابسته به زمان کنترل جریان سیال بر مبنای مودهای بهینه

ی سیستم دینامیکی روش جدیدی است که در آن کاهش مرتبه 
و وابسته به زمان با حفظ سازگاری  امد، یکههای متعتوسط پایه 
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می صورت  میدینامیکی  و  به  گیرد  منتج  مسیرهای  تواند 
های مجانبی و گذرا را شناسایی و دنبال کرده و مقدار  ناپایداری 

ها را کاهش دهد و ی پارامترهای جریان در راستای آن پایهمؤلفه 
مودهای   شود.  منجر  ناپایداری  حذف  به  نهایت  ،  OTDدر 

دهند. در حال بعدی فضا را پوشش می 𝑟ناپایدارترین زیرفضای  
رابطه موردنیاز  حاضر  مودهای  تعداد  تعیین  برای  مشخصی  ی 

ی سیستم و منظور کاهش مرتبه به  OTDبرای تشکیل زیرفضای  
پایدارسازی جریان وجود ندارد. تعداد مودهای موردنیاز به نوع 

ترلی وابسته است. یک  مسأله و سیستم دینامیکی و اهداف کن
راهبرد تخمینی برای انتخاب تعداد مودهای ضروری، تعداد توابع  
آن   متقارن  بخش  و  سیستم  اصلی  خطی  اپراتور  ناپایدار  ویژه 

 است.
مرتبه مبتنی بر  در این مقاله، اثربخشی الگوریتم کنترلی کاهش 

بهینه  دوبعدی  مودهای  جریان  برای  زمان  به  وابسته  ی 
بوری از استوانه در معرض اغتشاش خارجی ماندگار  ناپذیر عتراکم 

شبیه نوآورانه  صورت  به  زمان  به  و وابسته  تحلیل  سازی، 
می حساسیت  نشان  نتایج  است.  شده  در حالت سنجی  دهد که 

ی نوسانات وجود اغتشاش ورودی ماندگار وابسته به زمان، دامنه 
اشی از  نیروی برآی وارد بر استوانه و در نتیجه ارتعاشات جسم ن

افزایش می برآ  نیروی  این حالت،  تغییر جهت  در  بنابراین  یابد. 
انرژی   و  است  بیشتری  اهمیت  دارای  جریان  ناپایداری  کنترل 
کنترلی بیشتری نیز نیاز دارد. ابتدا تغییرات ضریب برآ برای دو  

𝑟  1حالت   𝑟  2و   = ازای   = 𝐴  01/0به  =  ،1/0  𝜁 𝑓  1/0و   = = 
دهد با استفاده از تنها یک مود است. نتایج نشان میارزیابی شده

OTD  سیستم کنترلی قادر به پایدارسازی جریان نخواهد بود؛ ولی ،
شود. همچنین با استفاده از دو مود، پایداری جریان حاصل می 

حالت   در سه  برآ  ضریب  𝐴  01/0تغییرات  =  ،02/0  𝐴   05/0و   =
𝐴 ازای   = 𝑟  2به  =  ،1/0  𝜁 𝑓  1/0و   = شده = نتایج ارائه  است. 

می  دامنه نشان  هرچه  دامنهدهد  باشد،  بزرگتر  اغتشاش  ی ی 
یابد. در ادامه تغییرات ضریب برآ  نوسانات سیستم افزایش می

حالت   سه  𝜁  1/0برای  =  ،25/0  𝜁 𝜁  0/1و   = ازای   = 𝑟  2به  = ،
01/0  𝐴 𝑓  1/0و   = شده = می است.تحلیل  نشان  به  نتایج  دهد 
ی ضریب میرایی بزرگتر، نرخ زمانی پایدارسازی جریان کاهش  ازا 

میمی کنترل یابد.  برای  موردنیاز  انرژی  میزان  تحلیل  با  توان 
بدست   انرژی  از منظر مصرف  را  بهینه  میرایی  سیستم، ضریب 

 آورد.
اخلاقی  فعالیت  : تاییدیه  حاصل  مقاله  این  علمی  های محتوای 

نتایج آن برعهده نویسندگان آن  پژوهشی نویسندگان بوده و صحت  
 است. 

منافع: و  مقاله  تعارض  اشخاص  با  منافعی  تعارض  حاضر  ی 
 های دیگر ندارد. سازمان 

های این پژوهش توسط نویسندگان تأمین شده  هزینه   : منابع مالی 
 است. 

 منابع 
1- Jovanović MR. From bypass transition to flow 
control and data-driven turbulence modeling: an 
input–output viewpoint. Annual Review of Fluid 
Mechanics. 2021 Jan 5;53(1):311-45. 
2- Schmid PJ, Henningson DS, Schmid PJ, Henningson 
DS. The Viscous Initial Value Problem. Stability and 
Transition in Shear Flows. 2001:99-151.  
3- Rowley CW, Dawson ST. Model reduction for flow 
analysis and control. Annual Review of Fluid 
Mechanics. 2017 Jan 3;49(1):387-417.  
4- Brunton SL, Kutz JN. Data-driven science and 
engineering: Machine learning, dynamical systems, 
and control. Cambridge University Press; 2022 May 5.  
5- Trefethen, Lloyd N., and Mark Embree. Spectra and 
pseudospectra. Princeton university press, 2020.  
6- Schmid PJ. Nonmodal stability theory. Annu. Rev. 
Fluid Mech. 2007 Jan 21;39(1):129-62.  
7- Babaee H, Sapsis TP. A minimization principle for 
the description of modes associated with finite-time 
instabilities. Proceedings of the Royal Society A: 
Mathematical, Physical and Engineering Sciences. 
2016 Feb 29;472(2186):20150779.  
8- Blanchard A, Mowlavi S, Sapsis TP. Control of linear 
instabilities by dynamically consistent order 
reduction on optimally time-dependent modes. 
Nonlinear Dynamics. 2019 Mar 1;95:2745-64. 
9- Blanchard A, Sapsis TP. Stabilization of unsteady 
flows by reduced-order control with optimally time-
dependent modes. Physical Review Fluids. 2019 
May;4(5):053902.  
10- Kern JS, Beneitez M, Hanifi A, Henningson DS. 
Transient linear stability of pulsating Poiseuille flow 
using optimally time-dependent modes. Journal of 
Fluid Mechanics. 2021 Nov;927:A6.  
11- Guckenheimer J, Holmes P. Nonlinear oscillations, 
dynamical systems, and bifurcations of vector fields. 
Springer Science & Business Media; 2013 Nov 21.  
12- Orszag SA. Accurate solution of the Orr–
Sommerfeld stability equation. Journal of Fluid 
Mechanics. 1971 Dec;50(4):689-703.  
13- Orszag SA, Patera AT. Secondary instability of 
wall-bounded shear flows. Journal of Fluid 
Mechanics. 1983 Mar;128:347-85.  
14- Skogestad S, Postlethwaite I. Multivariable 
feedback control: analysis and design. john Wiley & 
sons; 2005 Nov 4.  
15- Rowley CW. Model reduction for fluids, using 
balanced proper orthogonal decomposition. 
International Journal of Bifurcation and Chaos. 2005 
Mar;15(03):997-1013.  
16- Kutz JN, Brunton SL, Brunton BW, Proctor JL. 
Dynamic mode decomposition: data-driven modeling 
of complex systems. Society for Industrial and 
Applied Mathematics; 2016 Nov 23.  
17- Schmid PJ. Dynamic mode decomposition of 
numerical and experimental data. Journal of fluid 
mechanics. 2010 Aug;656:5-28.  
18- Rowley CW, Mezić I, Bagheri S, Schlatter P, 
Henningson DS. Spectral analysis of nonlinear flows. 
Journal of fluid mechanics. 2009 Dec;641:115-27.  

 [
 D

O
I:

  1
0.

48
31

1/
M

M
E

.2
4.

5.
26

9 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
e.

m
od

ar
es

.a
c.

ir
 o

n 
20

25
-0

4-
24

 ]
 

                            11 / 12

http://dx.doi.org/ 10.48311/MME.24.5.269
https://mme.modares.ac.ir/article-15-74616-fa.html


 ـــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ اصفهانیان   وحید   دهقان منشادی و مصطفی         280  ـــــــــــــ  ــــــــــــــــــــــــ
 

 

 1403  اردیبهشت ،  05، شماره  24دوره    مهندسی مکانیک مدرس  ماهنامه علمی 
 

19- Taira K, Brunton SL, Dawson ST, Rowley CW, 
Colonius T, McKeon BJ, Schmidt OT, Gordeyev S, 
Theofilis V, Ukeiley LS. Modal analysis of fluid flows: 
An overview. Aiaa Journal. 2017 Dec;55(12):4013-41.  
20- Moore B. Principal component analysis in linear 
systems: Controllability, observability, and model 
reduction. IEEE transactions on automatic control. 
1981 Feb;26(1):17-32.  
21- Lumley, John L. Stochastic tools in turbulence. 
volume 12. applied mathematics and mechanics. 
Pennsylvania state university park dept of aerospace 
engineering, 1970.  
22- Taira K, Hemati MS, Brunton SL, Sun Y, Duraisamy 
K, Bagheri S, Dawson ST, Yeh CA. Modal analysis of 
fluid flows: Applications and outlook. AIAA journal. 
2020 Mar;58(3):998-1022.  
23- Munday PM, Taira K. Separation control on NACA 
0012 airfoil using momentum and wall-normal 
vorticity injection. In32nd AIAA Applied 
Aerodynamics Conference 2014 (p. 2685).  
24- Munday PM, Taira K. Effects of wall-normal and 
angular momentum injections in airfoil separation 
control. AIAA Journal. 2018 May;56(5):1830-42.  
25- Kajishima T, Taira K. Computational fluid 
dynamics: incompressible turbulent flows. Springer; 
2016 Oct 1.  
26- Chomaz JM. Global instabilities in spatially 
developing flows: non-normality and nonlinearity. 
Annu. Rev. Fluid Mech.. 2005 Jan 21;37(1):357-92.  
27- Cantwell CD, Moxey D, Comerford A, Bolis A, 
Rocco G, Mengaldo G, De Grazia D, Yakovlev S, 
Lombard JE, Ekelschot D, Jordi B. Nektar++: An open-
source spectral/hp element framework. Computer 
physics communications. 2015 Jul 1;192:205-19. 
28- Moxey D, Cantwell CD, Bao Y, Cassinelli A, 
Castiglioni G, Chun S, Juda E, Kazemi E, Lackhove K, 
Marcon J, Mengaldo G. Nektar++: Enhancing the 
capability and application of high-fidelity spectral/hp 
element methods. Computer Physics 
Communications. 2020 Apr 1;249:107110.  
29- Dušek J, Le Gal P, Fraunié P. A numerical and 
theoretical study of the first Hopf bifurcation in a 
cylinder wake. Journal of Fluid Mechanics. 1994 
Apr;264:59-80.  
30- Giannetti F, Luchini P. Structural sensitivity of the 
first instability of the cylinder wake. Journal of Fluid 
Mechanics. 2007 Jun;581:167-97.  
31- Jiang H, Cheng L. Strouhal–Reynolds number 
relationship for flow past a circular cylinder. Journal 
of Fluid Mechanics. 2017 Dec;832:170-88.  
32- Jiang H, Cheng L. Large-eddy simulation of flow 
past a circular cylinder for Reynolds numbers 400 to 
3900. Physics of Fluids. 2021 Mar 1;33(3).  
 
 
 
 

 [
 D

O
I:

  1
0.

48
31

1/
M

M
E

.2
4.

5.
26

9 
] 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
e.

m
od

ar
es

.a
c.

ir
 o

n 
20

25
-0

4-
24

 ]
 

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

                            12 / 12

http://dx.doi.org/ 10.48311/MME.24.5.269
https://mme.modares.ac.ir/article-15-74616-fa.html
http://www.tcpdf.org

